میم 5 قررت وزارة الخربية والتعليم تدرب © 
12192 رو والتعلی قررت وزارة التربية والتعليم تریس ي 
رت ۳ هذا الکتاب وطبعه على نفقتها 
ال |52 * وزارة التريية والتعلیم ө‏ 
т,‏ وال MINISTRY OF EDUCATION 9и‏ 


ب نن 4 هه 
الریاصیات 
Ф‏ چھ 
للصف الثالث الثانوي 
الشفصل الدراسی الأول 
قسم العلوم الطبيعية 
(сл)‏ 


تألیف : 
кшм л ы‏ اکير آ, فاروق عبدالرزاق الحدبان 


طبعة ۱۲۷ه-۱۲۸ه 


٦ھ‏ ۔ ۲۰۰۷م نع نا ارام 


(С‏ وزارة التربية والتعلیم ء ۱6۱۹ ه 


فهرسة مکتبة اللك فهد الوطنية آثناء النشر 

السعودية» وزارة التربية والتعلیم 

الریاضیات : للصف الثالث الثانوي : قسم العلوم الطبيعية - الفصل 
الدرامی الثاني - ط ۵ - الریاض. 

۶ ص :۲۳۷۲۱ سم 


ردمك : ۲۲۸-۸ - ۱۹ - ۹۹٦۰‏ (مجموعة) 
۲۲۹-۲ - 14 – :44% (ج۱) 
۱- الریاضیات - کتب دراسية 
۲- السعودية - التعلیم الشانوي - کتب دراسية. آ۔ العنوان 
ديوي ۸۷۱۲ ۵۱۰ ۱۹/۳۸ 


آشرف على الاعداد والانتاج 


لهذا الکتاب قيمة مهمة وفاندة كبيرة فلنحافظ عليه 
ولنجعل نظافته تشهد على حسن سلوكنا معه... 


إذا لم نحتفظ بهذا الكتاب في مكتبتنا الخاصة في آخر 
العام للاستفادة فلنجعل مكتبة مدرستنا تحتفظ به... 


موقع الوزارة 
۲٢۲ ۲٢۲ (2‏ 


موقع الادارة العامة للمناهج 


حقوق الطبع والنشر محفوظة 


لوزارة التربية والتعليم www.moe.gov.sa/curriculum/index.htm‏ 
بالمملكة العربية السعودية البريد الالكتروني للادارة العامة للمناهج 


curriculum @moe.gov.sa 


الحمد لله رب العالمین؛ والصلاة والسلام على سیدنا محمد سيد الأولين والآخرين» بعثه 
الله معلما وهادیا وبشیرا وداعيا إلى الله باذنه وسراجا سیر ا وعلی آله وصحبه» ومن تبعه با سان 
إلى يوم الدین. 

آما بعد. فإننا نقدم إلى أبنائنا طلبة الصف الثالث الثانوي ‏ قسم العلوم الطبيعية الجزء الأول 
а!‏ ساكو 0 یت ی سپ یسر 
پوس ار е кули‏ 
وذلك خلال المدة 4 ٠١‏ من جمادی الآخرة ۲ АЛЕ‏ 

وقد جاء الكتاب استمراراً لمسابقيه في الصفين الأول الثانوي» والثاني الثانوي ‏ قسم العلوم 
الطبيعية. وقد راعينا عند تأليف الكتاب السهولة والإقلال من التجريد» ما آمکن» وربط محتواه 
بحياة الطالب وبالمفاهيم التي تقدم له في الفیزیاء وبما يصادفه فى هذا العصر المتطوّر من 
الإسلام العظيم. 

يضم هذا الجزء Аалз)‏ أبواب هي : 

الباب الاول: القطوع المخروطية. 

الباب الثانى : المتتایعات والمتسلسلات. 

الباب الثالث : النهايات والاتصال . 

الباب الرایع : حساب التفاضل. 


وقد تم عرض المفاهیم الواردة في هذه الأبواب بشکل یساعد الطالب على محاولة التعلم 
الذاتي لذا فقد بنیت المفاهيم على معلومات الطالب السابقة وتم إیضاح کل مفهوم من 
خلال أمثلة متنوعة» نأمل أن تساعد طلابنا على استیعاب هذه المفاهيم» ونصیحتنا إلى آبنائنا 
ہب سس وعد ثر يق سے تد وعلى سس ری سی 
عن الملخصات التي يجهّزها لهم آحرون ОЧ‏ ذلك يؤدي بهم إلى المحدودية في التفكير؛ 
فإذا فوجی الطالب بتمرین آو مسألة ینطبقان علی تلك الملخصات. تراه یقف آمامهما 
مشدوها لا يلوي على اء . وکما کان الأمر في کتب الصفین السابقین» فإن هذه الطبعة من 
الکتاب طبعة تجريبية» لذا نرجوا أن تصلنا من إخواننا المدرسین والموجهین ملحوظاتهم 
مفصلة حول محتویات الکتاب. من خلال التطبیق الميداني وذلك عن طریق الا دارة العامة 
للمناهج بوزارة التربية والتعليم» شاکرین لهم تعاونهم البناء. 

وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمین» وصل الله على سیدنا محمد وعلی آله وصحبه ومن 
تبعه باحسان إلى يوم الدین. 


الأول من شهر صفر Ло‏ ۱ه- 


الم لفون 


E Л К КО О ОЛ ОЕ О مقدمة‎ ۱ -۱ 
N القطع الکافی‎ ۲-۱ 
6 5 القطم الناقص‎ ۳-۱ 
و‎ 99 999۶۶۶ ۶۸ ٥ القطع الزائد‎ :- ١ 
Ие القطوع الخروطية ومعادلة الدرجة الثانية‎ ٥ - ١ 


الباب الشانی : التتابعات والتسلسلات : 


؟ - ١‏ التتابعات ج ہہ سک مس تن O e Л О‏ 
۲ - ۲ الاعات اسابية дз‏ 99 0000111111 
Ү‏ ۳ الْتسلسلات السابية راتس 0 0 
۲ - 6 نہایة المتتابعة غير المنتهية O O‏ ۱ 
۲ - ۵ الصلسلات غير المنتهية 8 01 УО‏ 


الباب الشانی : النهایات والاتصال : 


۱-۳ الدوال ا حقیقیة КГ ОО Г Г Г СГ‏ ۱ 
۳ - ۲ بعض خواص الدوال ا حقیقیة Vn‏ 
۳ - ۳ الفهوم الحدسي لنهاية دالة حقيقية عند نقطة سس КОО КК‏ گا 
٤-٣‏ بعض خواص النھایات ھا ارت اس سوہ سم مہ سی مر OO‏ 
۳ - ۵ حالات عدم التعیین ЮЖО О Л С СС‏ 
٦-٣‏ بعض النظريات على نہایة دالة 00009 جك 


۳- ۷ اتصال الدالة عند نقطة مہ VOA 00 О КО ОЛКО‏ 
۸-۳ الاتصال في فترة وخواص الدوال المتصلة 110111111 ا TO‏ 


الباب الرابع : حساب التفاضل : 


О УУЛ УУ РРС نبذة تاريخية‎ ١ - ٤ 
۱ معدل تغبر الدالة على فترة سم سس‎ ۲ - ٤ 
گا‎ зкен нении مشتقة الدالة‎ ۳ - ٤ 
223 59 قواعد الاشتقاق‎ 5 - ٤ 
A تہ مس‎ ыы ы تطبيقات هندسية وفيزيائية‎ ۵ - & 
200009000000009 قاعدة التسلسل‎ ٦- 5 
معدلات التغير الرتبطة ببعضها ہہت دس سس اتا‎ ۷ - ٤ 
مشتقات الدوال الدائرية مج سيا باد مور ل‎ ۸ - ٤ 
ЕРЕЕН О الشتقات العلیا‎ ٩ - ٤ 
ЕР التفاضل جمیری۰و۰٠٤۰ سنہ شتدمسسسسى‎ ۱۰ - ٤ 


القطوع المخروطية 


أ١ ‚дл дз‏ 
N‏ القطع المكافى. 
۳-۱ القطع الناقص. 


4-۱ القطع الزاند. 


٩-۱‏ القطوع الخروطية ومعادلة الدرجة الشانية. 


۰ ۰ ۰ ۰ ۳۳۳۳۳۳ سح 
١-١مقدمة:‏ 


تُعرّف الدائرة» كا تعلی بأنها مسار نقطة تتحرك في ا مستوي بحيث تبقى على مسافة ثابتة 
من نقطة ثابتة في ذلك المستوي . تسمى النقطة الثابتة مركز الدائرة والسافة الثابتة نصف قطرها . 
وقد سبق أن توصّلنا إلى أن معادلة الدائرة التي مركزها (س, » ص, ) ونصف قطرها س هي : 


(س - س,)" + (ص - ص )" = ی" (т=з)‏ 

وهي حالة خاصة من معادلة الدرجة الثانية في التغیرین س؛ ص التي یمکن أن تکتب على 
الصورة : 

ای ت صصح +< س ٥ؤ‏ ص ٠. 2 +٣‏ ۳۱ 


ويكون فيها | = ت = جس ان Тена‏ ہے اھ = س ۴ طض مب ی؟ 
فی هذا الباب سنتعتف عل منحنیات آھی Ё‏ العادلة (۲-۱). 


تعریف (۱ - ۱) 
وسر فا سوست۔ وا مت 


فإذا كانت ىہ نقطة من هذا القطع (الشكل ۰)۱-۱ وكانت о‏ موقع العمود النازل منها على 
د. ورمزنا للقطع بالرمز ک فان 

ا دک ج | |= || 

تسمی النقطة الثابتة ب بؤرة القطع АКМ‏ « والمستقيم الثابت ل دليل القطع المكاف . 

من الواضح لديك ОЙ‏ النقطة ۲ الواقعة في منتصف السافة بين النقطة ب والمستقيم ل هي نقطة 
من القطع المكاف (لماذا ؟) ٠‏ 


نرمز للمسافةات |١‏ بالرمز э!‏ ع* ۰ فتکون السافة بین البورة والدلیل ھی | ب ب |= ۱۲ 


صہ 


)1( سنفرض أنه هو مستوي 
الاحدائیات التعامدة وأن الستقیم ۲ ب 
حور للسینات أصله ۲ ۰ بحیث تکون 
البؤرة ب )!4 ٠‏ )» والدلیل ل معادلته : 

سن > ا 


وبفرض به (س ۰ ص) هب لال۵ 
إذن :أنه ت | = اب | (حسب تعریف القطع المكاف) 
٦۳ھ быы бей.‏ 
وبملاحظة أن .ه, (- ١ء‏ ص) )50( 
نحصل من العادلة (۳-۱) على العادلة : 


(س -۱)" + (ص - ۰" = (س - (۱))" 


التي توصلك إلى ا معادلة : 

(%#=%) اس‎ & = И 

التي نسمیها العادلة القياسية للقطع {ЖИ‏ الذي بؤرته и)‏ 0 ودلیله الستقیم : 
س = - | 


)١-١(ةحيتن‎ 


من المعادلة (4-۱) يمكنك استنتاج ما يأتي : 
(1)لماكانت ص" > ۰ و 3۱ ع „Ор‏ > ۰ 


| 


ي أن القطع ИКИ‏ الذي معادلته : 
ص" = 4 اس یقع بکامله في الربعین الأول а‏ من مستوي المحورين الإحداثيين . 


(۲) ص = ± ۷۲ آس وهذا يعني أن لکل قیمة من قيم س توجد قیمتان متناظرتان للمتغير 
ص هماء УА‏ اس» = б”! үү‏ آي آن النقطتین ںہ (س؛ они‏ (س+- ۲ س). 
المتناظرتين بالنسبة لحور السينات تقعان على القطع ال مكاف » ولعلك تلاحظ О‏ أولاهما ترسم 
يعني أن المستقيم ٢‏ ب (الذي هو في هذه الحالة حور السينات) هو حور تناظر للقطع ا کا 
- انظر الشكل (۲-۱) - ولعلّك تلاحظ أيضاً أن » نظيرة نفسهاء ونسمّيها رأس القطع 
الکافی . 

(۳)|ص | = ۷۲س تتزايد بتزاید قيمة س» لذا فإن فرعي القطع ЗОКИ‏ یتباعدان كلما 
زادت قيمة س ۰ وبالتالي يكون القطع الکافن مفتوحاً إلى اليمين (أي مفتوحاً في الاتجاه 
الموجب لمحور السينات) . 

)0109 حور ص- یمس هذا القطع ا کا في نقطة الأصل . 

)٥(‏ الشکل (۲-۱) یمشل الرسم الب اني 
للمعادلة )٤-١(‏ 


сле‏ البوّرة والدليل للقطع ЗОИ‏ الذي 
معادلته : ص" = ۲"س» ثم ارسمه . 


بموازنة العادلة المعطاة بالعادلة )4-1( 


7- ۳ 
ون 


۳ 
إذن : البورة هي (2 » )١‏ ومعادلة الدلیل هي: س = م 


0۰ ص =+ ٦سن‏ (۱) 


فبامک ША‏ تعیین عدد من النقاط التي 
بالتعویض في العادلة (۱) إذ نجد مثلا: 


فنحصل على الشکل (۲-۱) 

الصور الأخرى للمعادلة القياسية للقطع КИ‏ : 

(ب) لو اعترت البؤرة ب (- !© ) کا ی 
الشکل (4-۱) لکانت معادلة الدلیل:س Ге‏ 
وبالطريقة نفسها التي توصلنا بها إلى العادلة 
)5-١(‏ سنتوصل إلى المعادلة القياسية : 


۲ 


ص = اس „(о-\)‏ 


() ارجع إلى النتيجة (۱-۱) وحاول كتابة 
الفقرات من (۱) إلى )9( في ضے المعادلة 
(۵-۱). 

де )۲(‏ الب ورة والدليل للقطع ЗС <и‏ 
ص" = - ٤‏ س» ثم ارسمه . 


(ج) إذا وجهنا الستوي ے بحیث یکون 
> ب محوراً للصادات أصله ۲ كما في الشکل 
‹(о-\)‏ بحيث تكون البؤرة ب )١٠١(‏ 
والدلیل ل : ص = - ١‏ فسوف تتوصل إلى 
المعادلة القياسية : س" = 4 اص .)5-١(‏ 


حاول کتابة الفقرات من (۱) إل (۵) من 
العيجة (۱-۱) ق ضر العادلة (1-۱). 

في الشکل (۵-۱) لو اعتبرت البورة ب 
(۱-۰۰) لوجدت أن الدلیل : ص = ' 
وخصلت غل العادلة القب ыл‏ للقطع 
المكاق : 

س" = - ۱4ص (۷-۱) والتي يمثلها 
الشکل (۱-). 


(۱) أعد الطلزب في التدریب (۲-۱) نی ضوء العادلة (۷-۱) . 


شکل (1-۱) 


ملحوظة (۱-۱) 


نلاحظ من الاشکال السابقة أن فتحة القطع تتّجه دوماً من الرأس نحو البؤرة . 
عيّن البؤرة والدلیل للقطع САКИ‏ س" = -4 ص ثم ارسمه . 


АЈА‏ ین << ص من الشکل 
س' = -۱4 ص ولذا بموازنة العادلتین نجد : 
-1# = -# ب != ү‏ اذل الو مه 
( ۰ ۱) والدلیل ص = ۱ . 


کچ چو شکل (۷-۱) 


آوجد معادلة القطع ال مكاف الذي بؤرته (-۰۱ ۰) ورأسه ٠(‏ » ۰) وكذلك أوجد معادلة دليله 
وارسم القطع . 


حیث إن بورة هذا القطع واقعة على القسم السالب من حور -- ورأسه نقطه الأصل فان حور 
سح هو محور القطع الک اف کم أن فتحة القطع إلى الیسار (أي في الاتجاه السالب لحور =( 
وتکون معادلته القياسية من الشکل : 

کا ایس - 

وبورته (-۰۰۱)<(- ۰۰۱) هب 21 ۱ 7 


إذن معادلة القطع اکا الطلوب هي : ص" = - 4 о”‏ 


ومعادلة دلیله س = ۱ 


الشکل (۸-۱) يمثل الرسم البياني للقطع . )6-45( 


الصور القياسية لعادلة القطع (ХИ‏ الذي محوره يوازي أحد الحوریین الاحدائیین ورأسه 

النقطة (ء ‹ ه) 

(۱) العادلة القياسية للقطع المكاق الذي محوره يوازي حور ۔۔ ورأسه(ه » (л‏ وفتحته إلى 
اليمين : 

إذا كانت له (س؛ ص) نقطة واقعة على القطع ا لمکا الذي رأسه )2%( وبورته 
ب (ہ + ۱؛ه) فان دلیله س = ۶ - اکا في الشکل (۹-۱). 


(س ؛ ص) 
من التعریف (۱-۱) ذ نستنتج آن е‏ 


ابا ت | =| نہ نہ | نہ = (و - ۰۱ ص) 


(س - ۲)۶ - ۲ (س - ء) +" + (ص - ه)" = (س -۲)۶+ ۱۲ (س -و) +۱ 

وبعد الاختصار نحصل على : 

(л-\) (=) 1.8 (а زی‎ 

وهذه هي الصورة القياسية لعادلة القطع АЦ‏ الذي رأسه النقطة )5 » ه) ومحوره يوازي حور 
سہ وفتحته إلى اليمين وبورته النقطة (ء + ۱؛ ه) ومعادلة الدلیل هی س = ء - | ومعادلة حور 
تناظره هي ص = ه » كا في الشکل (۹-۱). 


وبمعالجة مائلة لا سبق في (ا) نجد : 

(ب) المعادلة القياسية للقطع І‏ الذي 
حوره يوازي حور س- ورأسه (ه ؛ ه) وفتحته 
إلى الیسار هي : 

в ов)‏ ارين ۳ (إعة) 

انظر الشكل (۱۰-۱) 

(۱) استفد من الشكل (۱۰-۱) في كتابة 


كل من البورة والدلیل ومحور التناظر للقطع 
АМ‏ الذي معادلته (۹-۱). 


(۲) آوجد معادلة القطع المكاق الذي رأمسه (۰۲ ٢‏ وبؤرته (۰۳ ۲). ثم عين معادلة الدلیل 
وارسم هذا القطع . 1 ~ 

)>( العادلة القياسية للقطع المكاىْ الذي 
حوره يوازي حور صد ورأسه النقطة )5 » ه) 
وفتحته إلى آعل هي : (س؛ص) 


+” ات‎ сл .. 270 <ه) ر(‎ а а 


انظر الشکل (۱۱-۱): 7 


)0 المعادلة القياسية للقطم الکافن الذي محوره 
يوازي حور ص- ورأسه النقطة )5 » ه)وفتحته 


إلى أسفل هي : 
ы)‏ == = (ص - ه) وا Е‏ زی 
انظر الشکل (۱۲-۱) دا“ И‏ 


شکل (۱- ۲0۱۲ 
рле‏ البورة والدلیل وحور التناظر للقطع [ДЖИ‏ الذي معادلته : 
(س -۶)" = -۱(ص ه)» مستفيداً من الشکل (۱۲-۱). 
هذا القطع حور تناظره يوازي حور ص وفتحته إلى أسفل ورأسه النقطة )4 » ه) ولذا فان : 
الو يرع من ںا ب) = (و » ه )١-‏ 
الدلیل : ص = بے = ںو + وں' حم ص = ھ +۱ 


حور التتاظر: س = ى 


استعن بالشکل (۱۱-۱) في إیجاد البؤرة والدليل وحور التناظر للقطع المكاق الذي معادلته 
(۱۰-۱). 


أوجد البؤرة والدلیل وحور التناظر للقطع САИ‏ الذي معادلته 
رفن ا ۱۲ ھا 
لحل 
بالمقارنة مع المعادلة )٩-۱(‏ نجد آن حور 
هذا القطع مواز لمحور ”- وفتحته إلى اليسارء 
کیا أن != ۲ ورأسه  (Ас)‏ = (۱-۰۷) 
لکن | ب ٤۳ =۱ =| ٣‏ (٢؛‏ -۱) =« 
البؤرة ب (- ۰۱ - )١‏ 
الدلیل: س =ء +2۱ ۲ +۳ 2 ه 
حور التناظر ص = - ۱ 
(یمکن الاستفادة من الشکل (۱۳-۱)) 
(Кыша‏ 
من العادلات (4-۱) وحتی (۱۱-۱) یمکننا أن نستنتج أن معادلة القطع ال مكاف الذي محوره 
مواز لأحد حوري الاحدائیات یمکن كتابة معادلته على إحدى الصورتین الآتيتين : 
(۱) عندما یکون الحور مواژیاً لحور السینات : 


سن ۴ص ٤ھ‏ ص وء ۴ ۲۱۳۳۷۱ 


فإذا كان » > ٠‏ ففتحة القطع إلى الیمین (أي في الاتجاه الوجب لحور س) وإذا کان » < ۰ 
ففتحة القطع إلى اليسار (أي في الاتجاه السالب لمحور س ) . 

(۲) عندما يكون المحور موازياً لحور الصادات : 

ص = ۲س" +ه س + و۰ £ . (Зу)‏ 

فإذا کان ۲ > ۰ ففتحة القطع إلى أعلى (أي نی الاتجاه الوجب لمحور ص ) 

وإذا كان < ۰ ففتحة القطع إلى أسفل (أي في الاتجاه السالب لحور ص ) . 

ولعرفة صفات القطع а‏ بإحدى المعادلتين (۰)۱۲-۱ (۱۳-۱) نضع المعادلة في إحدى 
الصور القياسية التي مرت معنا . 

أوجد الرأس والبؤرة والدليل للقطع ДЖИ‏ الذي معادلته : 

ود ين وج ند 

حيث إن المربّع على المتغير س فان حور التناظر يوازي حور ص 3 ولذلك نضع العادله 
المعطاة على إحدى الصورتين القیاسیتین (۱۰-۱) أو (۱۱-۱) كا يأتي: م 


۷ _ . 

س +س * - 4 ص ۲ ۾ 
وبإکمال ا مربّع على س نجد : 

۱ . ۷ г 

(س + )"= - ؛ ص + ۽ ۳ 


(س + ) = ¬ ٤‏ ص + ۱۲ 


کت + о)!‏ - ه) 
اسب اه 
هذه العادلة من | سوت 
۱ أن :۱ - ۱ كم أن فتحة | 
لذا نستنتج آن : و ۱ 
ана |‏ لحظ أن[”, ب |= ۱ < 
«(у =) = )١ Ж‏ (لاحظ آن|/ 

0 | = — А65) ә ә 
|е ео (لاحظ‎ ء٤‎ =! + 
. البياني لهذا القطع‎ : р 

)\-4\( یمثل الرسم البيان 
والشکل 


САКЕЎ 

في التهارین من (۱) إلى )٤(‏ آوجد معادلة القطع المكاق : 

.)۳ ۰ -( الرأس (-۰۲ ۳) » البورة‎ ١ 

۲ الدلیل س = ه ۰ البورة (۱ ۰ ۱). 

۳ الدليل س = -4 ۰ البورة (۳ ۰ .)٤‏ 

. الرأس (4 ۰ ۳) والقطع يمر بنقطة الأصل وحوره يوازي حور س‎ )٤ 

في التمارین من (5) إلى (۱۲) استنتج صفات القطع ا САМ‏ وارسمه : 

۵ص" = س 

۹٦‏ س" = ۸ ص 

۷ س" = - ۱۱ ص 

۸ ص" = ۳ س 

۹ ص =„ + ٦‏ س + ۱۱ 

۰ س = ص"- ۲ ص + ۱ 

)۱ - (س‎ ٤ - = "(о - ۱ص‎ 

۲ (س - ۲/۳ = ۰ (ص + ۲) 

۳) آوجد معادلة القطع [ДЖИ‏ الذي بؤرته (۰۲ СЕ‏ ودلیله الستقیم س = - ١‏ . 

. ۲ - الذي رأسه (۳ ۰ ۳) ودلیله الستقیم ض‎ САИ آوجد معادلة القطع‎ )٤ 

. ١ - = آوجد معادلة القطع المكاق الذي بؤرته )0 ء ۳) ودلیله الستقیم ص‎ )٥ 

» )١ ۰ ۲( ویمر بالنقاط‎ че استنتج معادلة القطع المكاف الذي حوره يوازي محور‎ ٦ 
ومن ثم ارسم القطع وعين عليه البؤرة والرأس والدلیل وحور التناظر.‎ )۲- ۰۱-( ۲ л) 


۳-۱ القطع الناقص 
تعریف (۲-۱) 


القطع الناقص هو مسار نقطة في الستوي بحیث یبقی مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتین في 


الستوي مقداراً ثابتاً دائاً. 
نسمي النقطتين الثابتتين بؤرتي القطع الناقص . 


المعادلة القياسية للقطع الناقص : 

(ا) لنفرض أن البؤرتين المشار إلیھم| في التعريف تقعان على حور س عند النقطتين ب, (حه ۰)» 
үә‏ (- ح ؛ ٠)ء‏ وأن العدد الثابت هو ۱۲ء حيث كل من ح ؛ اعدد حقيقى موجب (۱؛ < 
(ЕЭ‏ من التعريف (۲-۱) يتضح أنه لا بد لأي نقطة ىہ (س ؛ ص) على القطع الناقص» 
كما في الشكل (۱۵-۱) أن تمق المعادلة : 
اسب | [ож‏ = ۱۲ (١-؛١)‏ ~ 
كما یتضح من الشکل (۱۵-۱) أيضاً أن : 
]| ح ويُدعى البعد البؤري . نه (س؛ص) 
ومن متباينة الثلث به ب س, نجد ٦‏ 
۲ < ومنها>ح جه : 

~ ”= (حه۰) үу‏ (-حه۰) 
ومن العادلة (۱4-۱) نحصل على : 
ЕУ‏ ۷-۱۱ (س + + من 


بالتربيع : 
(س - ح)" + ص۷۱۲ - ۷۱ (س +ح)۲ + ص۲ + (س + ح)' + ص" 


وبالتربیع مرة آخری : 


۲ 
> 


(س +ح)'+ص' ٢٦٢٢ح‏ س +۲۳ س 


| 


М 
> 


зи ۲۸ 1 ۲‏ 
س ' + ۲ < س + < + ص Т‏ اح بين + 7 س 


۲ 
س" + ا" ۱+۲ ص۶۲٩‏ +ح'س' 
(" - >"( سا Ч='‏ (ا"-ح') 


بالقسمة على ا" )11 <') نحصل على : 


سید + ,سم =\ (۱۰-۱) 
Ч‏ ۲ - » 
وبوضع ۱" - »!= ب" تأخذ العادلة (۱۵-۱) الصورة : 


۲ ۲ 
(\\-\) ۱ = حب‎ ага 
2 


وهي المعادلة القياسية للقطع الناقص المثل بالشكل )٥٦-١(‏ 


ыа )۳-۱( نتيحة‎ 


من العادلة (۱۲-۱) نستنتج أن : 
(۱) القطع الناقص متناظر بالنسبة 
لحور السینات لأنه لكل قيمة (۰۵) 
تأخذهاس توجد قیمتان سس 
متناظرتان للمتغير ص هما : 
+ ج ۷ - س" (انظر الشکل )١5-١‏ حم | (۰-ت) 


(۲) وبالثل ОР,‏ القطع الناقص متناظر بالنسبة لحور الصادات لا : 
س مس لس صا 
(۳) یقطع منحني القطع حور الصادات عندما س = ۰ » ص = + ب ۰ أي أن 
ح, (۰ب) » ح, (۰۰- ب) هما نقطتا تقاطع القطع مع الحور ص . 
ومن الشکل )||| بم |=! 
ولكي یکون س عدداً бад‏ يجب أن یکون : 
ب" - ص" > ٠‏ + اص" < ب" >> |ص |< ب. وهذا يعني أن النقطتین 
> (۰۰ب) ؛ح, (۰۰- ب) هما أعلى وأدنى نقطتين من القطع الناقص على المحور ص . 
)٤(‏ وبالثل: يقطع منحني القطع حور السينات عندما ص <۰۰س - ۶ ا 
أي أذى )60 ۰) »ې (- ۰۱ ۰) هما نقطتا تقاطع القطع مع الحور حح . ويقع القطع بكامله 
بين المستقيمين س = ± |. 


)٥(‏ للقطع الناقص مركز تناظر هو النقطة ۲ (۰ ۰ ۰) منتصف کل من [ك, ى,]» [ح, ح,] لن 
كل نقطة ىہ (س ٤‏ ص) 3 القطع الناقص ؛ نظيرتها ده “ (- س » - ص) 3 القطع الناقص 
(لاذا؟). 


ملحوظة (1-؟) 
في الشکل )۱٦-١(‏ : 
)١(‏ یسمّی المستقيمب, س, (أي الستقيم ا مار بالبؤرتين ب, ؛ س,) المحور الأكبر (أو المحور 
الكبير أو الحور البؤري) للقطع الناقص» كا يسمى المستقيم ح, ح, الحور الاصغر ЭЙ)‏ 
(۲) الطول|ى, کہ | يدعى طول المحور الأكبر (أو طول القطر الكبير) للقطع ويساوي ۱۲. ШЇ‏ 
الطول| ح, ح, | فيسمى طول الحور الأصغر (أو طول القطر الصغیر) للقطع ويساوي ٢س‏ . 
(۳) إذا كانت س,. - س, = (۰ ۰ ۰) فإننا نحصل على الدائرة:س"۲ + ص" = ا" ولذلك تعتر 
الداثرة حالة خاصة من القطع الناقص . 


ملحوظة (۳-۱) 


بامکاننا ا محصول على الشکل (۱۲-۱) من خلال تطبیق التعریف (۲-۱) مباشرة على النحو 
الآ «نحضر خيطاً طوله ۱۲ ونثبت کل طرف من طرفیه في بؤرة (بواسطة دبوس على سبیل 
«(ЈЕ‏ ثم نلاحظ أن أي نقطة به نرسمها بشد الخيط لتكوين المثلث ب, ىہ ب, كا في الشکل 
(۱۵-۱) هي نقطة على القطع» . 


(ب) عندما تقع البؤرتان على حور ص- بدلاً 
من حور سح كما في الشکل (۱۷-۱) فان 
یہ عتی صبيح : 


)۱۷-۱( у=- +0 


Ы СА 
اکتب صفات القطع الناقص المثل‎ 
)۳۲-۱( بالمعادلة (۱۷-۱) في ضوء النتيجة‎ 
والملحوظة (۲-۱) ومستفيداً من الشكل‎ 

.)۱۷-۱( 


آوجد معادلة القطع الناقص الذي طولا محوریه ٦ء‏ ۰ ومرکزه (۰ ۰ ۰) ثم сле‏ بؤرتيه في كل 
من ا حالتین : 

(ا) إذا کان حوره الأکبر منطبقاً على محور سد. 7 

(ب) إذا كان حورہ الأكبر منطبقاً على محور صد. 


() في هذه ا حالة تكون معادلة القطع 
الناقص بالصورة (۱۹-۱) : 


۲ 


02 Ыы” 


لاي .۱ 


1" نے 


وبا أن ۱۰-۱۲ فان != о‏ 


شکل (۱۸-۱) 


وبا آن ٢ب ٦٦٦‏ فان ب = ۳ 
وعلیه فان العادلة الطلوبة هى : 


۲ 
۲ ھن ذا‎ жы 
۹ Yo 


وحیث إن ں' = "١‏ - ح' 


= ٩ - ۲۵ ۷ = إذنح‎ 

وبالتالی فان البؤرتین : 

ب, ٤(‏ ۰ 0 )» سم (- ۰۰6 انظر الشکل (۱۸-۱). 

(-) آما نی هذه ا حالة فتكون معادلة القطع الناقص بالصورة (۰)۱۷-۱ وتکون العادلة 
الطلوبة هي : 

کے 5 کے = ۱ 

Yo ۹ 

وتکون البؤرتان : 

)٤-ی( )ات‎ +) ы 

كما في الشکل (۱۹-۱). 


آوجد معادلة القطع الناقص إذا كان مرکزه (۰ ۰ ۰) ومحوره الأصغر منطبقاً على حور ص 
وطوله ٦‏ وحدات» والبعد البري А‏ وحدات . 


حيث إن ٢ب‏ = ٦‏ فان ب = (Тт‏ 


وحیث إن ۲< = فان < = ٤‏ 
ولا کان <٦‏ + فان 2۱ ۱+۹۷ о=‏ 
وحيث إن الحور الأكبر عمودي على الحور الأصغر فاٍنه ینطبق على حور حح وعلیه فان 
البؤرتین تقعان على الحور سح عند : 
ب ٤(‏ ۰ )ات )- 5( 
وتکون معادلة القطع الناقص الطلوبة هي : 
+ کے ۱ انظر الشکل (۱۸-۱). 


: البؤرتین وطولی المحورين للقطع الناقص‎ сле 


۵ س"+ ۹ ص' ۷۲۵ 


٢ ۲ 
= سس‎ ے٢‎ ' 


وهي من الشکل : سیپ + ١ = к‏ وبذلك تکون العادلة العطاة هي معادلة قطع 
ناقص مرکزه (۰ ۰ ۰) وحوره الأكبر منطبق على حور صح لذا فان بؤرتيه تقعان على الحور صد . 

وحیث ان ا = ето‏ = ۹ فإن! - ه ب = ۳ جح = ٩۲۵۷‏ ٤٤ء‏ وبالتالی فان : 

طول الحور الأکر = ۲ ١‏ - ۱۰ وحدات 

طول الحور الأصغر = ب = ٦‏ وحدات» 


ما البورتان فهیا : ب, (4۰۰) سى (۰۰ - 4). انظر شکل (۱۹-۱). 


() آوجد معادلة القطع الناقص إذا علمت أن وره الاصغر یقع على حور “- وطوله ۸ 
وحدات وأن البعد بین بورتیه ٦‏ وحدات ومرکزه نقطة الأصل . 

сле )-(‏ البورتین وطولي الحورین للقطع الناقص ٩‏ س' + ۲۵ ص" = ۲۲ . 

الصورة القياسية لعادلة القطع الناقص الذي مرکزه (л з)‏ ومحوراه يوازيان حوري 
الاحدائیات : 

(ا) العادلة القياسية للقطع الناقص الذي مرکزه (4 » (А‏ وحوره الا کبر يوازي حور س : 

لنفرض أن ب, )5 + < ۰ ه) نہ )5 < ه) هما بؤرتا القطع وآن У‏ (س » ص) نقطة 
تقع على القطع. كا نی الشكل (۲۰-۱). 

من التعريف (۲-۱) يكون : 


=|— +] 


۷اس - ( + ح)]' + (ص - ه)' + ۷[س - Т9‏ +( ص -ھ)' ۱۲۵ 


з 
У 


إذا آجرینا هذه العادلة التبسیط الذي 
آجریناه في الحالة التي یکون فیها حورا القطع 
منطبقین على الحورین الرحدائیین فسنحصل ае‏ 
على : 


ыт;‏ د ان 


وهي العادلة القباسية للقطع الناقص 
الذي مرکزه (« » ه) ومحوره الأكبر (البؤري) > 
يوازي حور ء کا في الشكل (۲۰-۱). 


"۰ ۰ ۰ ۰ ۳۳۳۳ ۳ سح 
تیحة (۱ -) 
من العادلة (۱۸-۱) والشکل (۲۰-۱) نستنتج : 
(۱) یقع الحور الأکبر (الحور البؤري) للقطع الناقص على الستقیم ص = ه . 
(۲) بقع الحور الأصغر للقطع الناقص على الستقیم س = 5 . 
(Т)‏ بؤرتا القطع الناقص هما : 
تر )+ »> ه) ات )3 = < ٤‏ ه) 
وتقعان بالطبع على الحور الأكب الذي طوله ۲ ١‏ ويوازي الحور س . 
(س) المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي مرکزه (ء » ھ) وحورہ الأكبر يوازي عور ص : 
بطريقة مماثلة لما عملناه في الفقرة )1( نجد أن العادلة القياسية للقطع الناقص الذي مرکزه 
(ه » ه) ومحوره الأكبر يوازي عور صد هي : 
اص عام к=‏ \ )191( 
علد 
أكمل العبارات ШАЙ‏ مستفیداً من المعادلة (۱۹-۱) والشكل (۲۱-۱) 
(۱) یقع المحور الأكبر للقطع الناقص على المستقيم . . . = . . 
(۲) یقع الحور الأصغر للقطع الناقص على المستقيم . . . = . . . 
(۳) بورتا القطع الناقص هما : 


(аъ علق ری هك‎ (оа + ьи] ы 


أثبت أن معادلة الدرجة الثانية 


: =1 эн „бб АА 
. تمثل قطعاً ناقصاًء ثم حدد صفاته‎ 


7 сун 


А222‏ ا دود بشکل مناسب 

4 س'-٦س)‏ +4 (ص" + 4 ص) < ۱۱2 
نکمل ا رع على کل من س ؛ ص : 

هس ری رر شر راہ رر ری 
„а‏ > ۱۳ + رت سس ۳۰۲۶ 


۳ ¥( 
سے 1 + اس له امسن = ١‏ .۰ لاذا؟ 


وهذه معادلة قطع ناقص لکونہا من جنس العادلة (۱۹-۱)ء كا نستنتج منها أن : 
٩۹۷ =>) < ۳ =‏ -ع = оү‏ ٭ وبالتالي فان : 

مركز القطع الناقص هو النقطة (۳ ۰ - ۲) 

طول المحور الأكبر = ۲ ١‏ > 5 ۰ کم أنه يوازي المحور ص 

طول المحور الأصغر = ۲ ب = 4 . 

البعد البؤري = ۲ < = ۲ ۰۷ 2 ۷) و4 . 


البؤرتان هما : 

)۰,۲۰۳( 2 ) ١١۷ + ۲ ст) ١ب‎ 
(i, -۰۳( 2) ۰۷ - ۲ =F) ب۲‎ 
)۲۲-۱( انظر الشکل‎ 

يقع الحور الا کبر على الستقیم : 
кеше‏ 

آما الحور الاصغر فیقع على الستقیم : 
үсеше‏ 


(=) 


7 تدریب (4-۱) شكل (۲۲-۱) | 


أثبت أن العادلة: ٩‏ س" - ۱۸ س + 4 ص" +۱۹ ص - ۱۱ = ۰ ве‏ قطعاً ناقصاً 
وذلك بتحویلها إلى وضع قيامي ومن ثم اذکر صفات هذا القطع . 


نہر نگ 
في التمارین من (۱) إلى )9( ضع العادلة في صورة قياسية واستنتج صفات القطع الناقص 
وارسم المنحنى : 
ENS‏ + ضن ۲۷۶ 
ون ۹4 یں ۶ ۱2 
ону‏ وو کے الو سی ی 270 
کا „ү‏ کات لاسن ۱۲۴ ہے ۱۷ ۶ : 
6 14 ہے > ۱۳ = 
)٦‏ آوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل (۰ > ۰) وإحدى بورتیه هي (۰۰ ۲) 
وطول حورہ الأکبر يساوي ۱۰ وحدات 


۷ آوجد معادلة القطع الناقص الذي مرکزه (۲ ۰ ۲) و إحدی بؤرتيه (-۱ ۰ ۲) وطول محوره 
الأكبر يساوي ۲ ۱۰۷ وحدة. 


۸ وطول حورہ الأصغر‎ ٥ 25-(.)6 ۲( أوجد معادلة القطع الناقص الذي بورتاه‎ (А 
. وحدات‎ 

4( آوجد معادلة القطع الناقص الذي مركزه (۳ ‹ -۳) ومحوره البوري يوازي الحور السيني 
وطول خوره الأكبر ۳۰ وحدة وطول حورہ الأصغر ١5‏ وحده. 


۰) آوجد معادلة القطع الناقص الذي نہایتا حوره الأصغر (۲ e‏ -۷) والبعد بين 
بورتیه ٦‏ وحدات . 


4-۱ القطع الزائد 


تعریف (۳-۱) 


القطع الزائد هو مسار نقطة تتحرك في الستوي بحیث یبقی الفرق بین بعديها عن نقطتين 


ثابتتين في الستوي مقداراً ثابتاً. تسمی النقطتان الثابتتان بؤرتي القطع الزائد . 
المعادلة القياسية للقطع الزائد : 

(ا) لنفرض أن البؤرتين تقعان على حور س- عند النقطتین : 

„ БЭ < ۰ب )2 .( 5 حیث‎ » >) с 

فتکون السافة بين البؤرتین = | ب ب |= ۲ > وتدعی البعد البوّري . 


ولتکن به (س ؛ ص) نقطة تقع على القطع الزائد كا نی الشکل (۲۳-۱) ولنرمز للمقدار 
الثابت بالرمز а ٢‏ 9 :+ فیکون حسب التعریف (۳-۱): 


(99) КА ә] 


~» 


ومن متباینات الثلث به س, س, تجد : 
ЕЕЕ‏ إن |> | ت ||| س (0) 
ات سم |+| ت |> |  |‏ تب | کات ||| = )0( 
من (١)ء‏ (۲) نستنتج أن : 
.| |- اہ ت || جه <٢‏ > ۱۲ 

۲۱ ح؟>‎ —!<>Ф© 
: نعود الآن إلى العادلة (۲۰-۱) فنجد‎ 


اا 

© (س -<ح)'+ص' = (س + ح)"' + ص" + ۱4 پا(س +۲2 + ص" + ؛ 1" ماذا؟ 
سے ٤۶‏ ۱ ا(س +<)' + ص" <٤ + ٤=‏ س 

=« + پا(س +ح)؟+ص' = ۱+ ٣‏ س؛ بالتقسيم على ۱4 


> (س + <)۲ + ص" = ҮЕ"‏ سی سس س" ۰ لاذا؟ 


۲ 


Чо- و"‎ 


=« | یں =" = و۲ = 


ویک اا >١‏ مخ 1 ٹیک أ قتف العتد الوسب اب ك با ادا 
فتأخذ العادلة (۲۱-۱) الشکل : 


۲ ۲ 
عب - لب = \ (۲۲-۱) 


5 " 

إن العادلة (۲۲-۱) هي العادلة القياسية للقطع الزائد الذي بؤرتاه تقعان على الحور سد . 

نتيحة (۱ -۵) 
من العادلة (۲۲-۱) والشکل (۲4-۱) نستنتج ما يأتي : 

(١)س‏ = + ۷ ص" + ب" ء أي أنه لكل قيمة يأخذها ا تغیر ص توجد قیمتان 
متناظرتان للمتغیر س» وبالتالي فالقطع الزائد متناظر بالنسبة لحور ص- . 

(۲) وبال س = + Те! „у Е‏ ویکون ص Сад де‏ إا کان : 
سج و هع ече"‏ اس ]1 س٣‏ اوس =| 
Дд ۱۱۳۱-۵5 (Е) „4ш!‏ 
ولکل قيمة یأخذها التغتر س 3ع - (- ۱۰۱) 
توجد قیمتان متناظرتان дА‏ ص وبالتالي 
فالقطع الزائد متناظر بالنسبة لحور УЛ‏ 

(۳) بوضع ص = ۰ في العادلة (۲۲-۱) > 
نحصل على س = + ۱ وهذا يعني أن 
النقطتين (۰۱ ۰)» (-۰۱ ۰) ها نقطتا 
تقاطع منحنی القطع الزائد مع حور سم . 


شکل (۲4-۱) 


سمي هاتين النقطتین رأسي القطع الزائد» كا نسمي حور ¬ الحور القاطع (أو الحور 
البؤري) للقطع الزائد . 

(4) بوضع س = ۰ في العادلة (۲۲-۱) نحصل على : ص" = - ب" وهذه معادلة مستحيلة 
ا لحل نیع .وبالتالی فا محور ص- لا یتقاطع مع القطع الزائد ولذا یسمی الحور عد الحور غير 
القاطع (أو الحور غير البؤري) للقطع الزائد . 

(о)‏ یتقاطم حورا القطم الزائد في النقطة ۲ (۰ ۰ +( وهي مركز تناظر للقطع (ماذا؟). 


کک ہ۸ e ٢‏ 
ولعلّك تلاحظ أنه مع تزایدا س | فان سج يتناقص حتى يقترب من الصفرء وبالتالي فان 
سس 


منحنى القطع الزائد يقرب من المستقيمين :ص =± т‏ (۲۳-۱) 
وهذا يسمّى هذان المستقيمان «المستقيمين - أو الخطين - المقاربين» للقطع الزائد الذي مركزه 
е‏ (۰۰۰) وبحوره البؤري (القاطع) هو الحور عد » وهذا یدلنا على أن القطع الزائد يتألف 
من فرعين أحدهما مفتوح من اليمين (نحو إحدى البؤرتين) والاخر مفتوح من اليسار (نحو 
البؤرة الأخرى) . 
(۷) في الشكل (۲-۱) رسمنا المستطيل الذي قطراه محمولان على المستقيمين المقاربين ومركزه 
۲ (۰۰۰) وأحد بعديه ۱۲ء لعلّك تلاحظ أن بعده الآخر ۲ب وطول كل من قطريه ٢ح‏ 
ادا _ ای ها 
م و ۱ 


ذلك لأن: ميل © ف = > من جهة أخرى فان ميل 6م = ۲ 


(لاذا؟) وبالوازنة بين الناتجین تجد үэ]:‏ | = . ومن المثلث القائم الزاوية ۲ و, ‏ تجد 

.<=| 2۲| سب‎ ои ولکن |۶ ی‎ еее ое 

أن : ۲ + نآ = >„ 

وهذا يقودك إلى طريقة عملية لرسم الستقیمین المقاربين ومن ثم القطع الزائد وذلك 
(ы)‏ العادلة القياسية للقطع الزائد الذي حوره القاطع ینطبق على الحور ع ومرکزه ° (۰ А‏ 56 

فتکون البورتان واقعتین على الحور ٠‏ وتکون \ ). 2( :02 (۰ » - >( وتصبح 
العادلة القياسية للقطع الزائد من الشکل : 

ذل | سس 


(£=) \= то د‎ Г 


حيث تمثل النقطعان (۰ ۱۰) ۰ (۰ ۰ - ۱) رأمي القطع ال زائد ویمّل الخطين القاربین 
الستقییان: ص = + ل س )0-1( 1 


كما في الشكل (۲۵-۱) 


2 7 


شکل (۲۰-۱) 


: البورتین والرأسين والمستقيمين القاربین للقطع الزائد الذي معادلته‎ сле 


ہے ‹ مت ۰ 


۷ لاغ کد 2 ۳ 
وبموازنة هذه العادلة مع العادلة (۲۲-۱) نستنتج أن : 
Чч"!‏ ون ٩:2‏ ے ان << ‚(С‏ 
А 0‏ مه 
<" = ا" + 2 ۲۵ حم > = ۵ ومنه : ч‏ 7ھ 
۳ 3 3 
البورتان :)0 0)› (- 0 » .)١‏ 4 
الرأسان: ٤-( ۰ » ٤(‏ » ۰). 
т‏ 
المستقيان القاربان : ص =± + ы"‏ مه 


)۲٦- \) شكل‎ 


أعد حل الثال (۱۱-۱) عندما تکون معادلة القطع الزائد : ١7‏ س"- ٩‏ ص" = ١44‏ 


أوجد معادلة القطع الزائد الذي تقع بؤرتاه في النقطتين (۰ ٤‏ ) ورأساه ہما (۰ ۰ ± ۰)۲ ثم 


حيث إن < = 2۱۰1 ۲ فان : 


ن -راج۱-۲ = ۳۲۱ دول 
ولا كانت البورتان تقعان على حور ” 
ص فان معادلة القطع АЙ Л‏ من 53 
الشكل (۲-۱) وتکون : 


: вм е 


б.‏ ل 
الذي مركزه التقطة(ه ‏ ه) ويحوراه يوازيان 
حوري س- » صد : بطريقة تمائلة لما فعلناه في 
حالة القطع الناقص 
)١(‏ بالاستعانةبالشكل(١‏ - ۲۸)تکون 
معادلة القطع الزائد الذي محوره القاطع 
يوازي مور س : 


)۲۱-۱( ۱ = [эр - 

رلْعأك تلاحظ آن: ت, 9 + ГЫГА (ас‏ ع ران الرأسین: 4٠۱ھ‏ 
(ه - ۰۱ ه)؛ وأن معادلتي الستقیمین ا مقاربین : 

ص - ه = ± > (س - ء) (۲۷-۱) 
(۲) وب الاستعانة بالشکل (۲۹-۱) 
ستجد ОЙ‏ معادلة القطع الزائد الذي محوره 


القاطع يوازي حور صه : 


ات فا _ اس گا OY кы‏ 
М‏ ۲ 


ولعلّك تلاحظ أن : ب )2+5( аз)‏ ==( 


مستفیسداً من العادلة (۲۸-۱) ومن 


الشکل где )۲۹-١(‏ السرأسین والمستقيمين 
القاربین في هذه ا حالة . 


بی أن المعادلة س" - 4 ص" + ۲ س + ۸ ص - ۷ = ٠‏ قثل قطعاً زائداً» ثم استنتج 


بإكال ا مربع على س ؛ ص نجد : 
رش + اسن 6-1-2 وڈ 2 ہرد و 

© (س + ١‏ - ؛ (ص - ")١‏ - ؟ 

олса کت‎ 

وهذه من جنس العادلة (۰)۲۲-۱ فهي إذن تمثل قطعاً زائداً مرکزه (э)‏ = )= ۱ ۱۱:۶ 
ОРЕ ИРЕ РТИ: ЈЕ‏ 

وبؤرتیه ا: تب (- ۱+ ¥ ۱۰) تب (- ۱ - ۵۷ ۱۰) 

البعد البوري = ۲ < 2 5۷۲ 
البعد بين الرأسين = ۲ 2۱ ٤‏ 


المستقيمين المقاربين هما : 


المنحنى البياني للقطع сай‏ کہا فى 
الل( 


بين أن العادلة ص" - س" - ٩‏ = ۰ قثل 
قطعاً زائداً واستنتج صفاته وارسمه . 5 


۲ ۲ 
گے .نے‎ ш. дш єл 
\ = ۹ ۹ ہے‎ ٠-۹ ы” ص‎ 


۲ 


وهذه المعادلة من الشکل مد - حلب = ۱ 

وبموازنه العادلتین نجد : 

ا = ں'= ۹ سے ادن ۳۶ ے »>= ۲۱۷ دب" ۶ ۲۷۳ 
إذن العادلة العطاة تمثل قطعاً زائداً مرکزه )+ ۰ ۰) وحورہ القاطع (البؤري) منطبق على الحور ص 
وبورتاه ما( ۸ ۷۳ ۰ (۰ ‹ - ۲۷۳ ( : ورآساه هما (ў ¢ ٠(‏ ریب -۲) ومستقیاه 
القاربان هما: ص = ± س ۰ الرسم البياني للقطع كا في الشکل (۱ -۳۱۰) 

لاحظ أن المستقيمين القاربین في هذا ا مثال متعامدان (لاذا؟) . يقال إن القطع الزائد متساوي 
الساقين في مثل هذه ا حالةء أي التی یکون فیها = ت. 


ЗЭМД]ЇҮЗ35 55У -ص 0-0ص‎ 70 
(ү – ۱( مارین‎ 


في التمارین من (۱) إلى (7) ضع العادلة في الصورة القياسية للقطع الزائد» ومن ثم حدد 
معادلتی محوریه وحدد بؤرتيه ورآسیه وخطیه المقاربین: ثم ارسمه ДА‏ 


ی ۱ ضن ۵۷۲5 

لے توص ү‏ 

„(р‏ کے ۷۵ و 5ع با 

ЕД و رک سے‎ ь({ 

68س 8ض جج کر ید ہر وت 
1 س" 4 ص۲۰۲ س +۸ ص - 4 = ۰ 


۸ وطول حوره القاطع يساوي‎ ۰۰ ۰ 5-( ۰۰ ۰ ٥( أوجد معادلة القطع الزائد الذي بورتاه‎ (У 
. وحدات‎ 


(А‏ آوجد معادلة القطع الزائد الذي مرکزه (۲ > -4) وإحدى بورتیه (/ا » -5) وطول موره 
القاطع ۸ وحدات . ثم عین البورة الثانية . 
في التمارین من (۹) إلى (۱۳) استنتج معادلة القطع الزائد : 

4) الخطان القاربان ص = ± ۲ س» الرآسان (٭ ٦٢‏ ۰). 

۰) النطان القاربان ص = ± ۲ س. الرآسان (۰۰ + 4). 

۱ البورتان ж)‏ ۰۸ ۰)۰ الرآسان (< 4 » ۰). 

.۳ مسار نقطة تتحرك بحیث يكون الفرق بین بعدیها عن (۰۲ ۰6۰ (۲ ۰ ۱۲) يساوي‎ ٢ 


۳ مسار نقطة تتحرك بحیث یکون الفرق بین بعدیہا عن ٠ ١٤‏ 6( ٠)يساوي‏ ۲ . 


٥-١‏ القطوع المخروطية ومعادلة الدرجة الثانية 

إن القطع المكاف والقطع الناقص والقطع الزائد كلها تسمى قطوعاً خروطية» والسبب في 
ذلك أنه لو تخيّلنا سطحاً Ц д Ц‏ قائ زاوية رأسه ٤۲‏ کم في الشكل (۱- ۳۲) فطع 
بمستويات مختلفة لا 32 برأسه فإننا نحصل على أحد هذه القطوع ‏ كا يتضح في ا حالات АУ‏ : 


)١(‏ إذا كان المستوي القاطع عموديًا 
عل غور السطح الضروطی كرا في 
الشكل ۴١-۱‏ )فإن تقاطع 
аш сш 20‏ 
یکون دائرة . 


(۲) إذا کان الستوي القاطع یمیل على 
حور السطح الخروطي بزاوية 
€ حیث ع < ع' > جح فان 
القطع یکون قطعاً ناقصاً کا في 
الشکل (۱ „СР‏ 


(Т)‏ إذا کان الستوي القاطع یمیل على 
حور السطح بزاوية ع/ = ع فان 
القطع يكون قطعاً مكافئاً. كا في 
الشکل (۱ (те‏ 


شکل (۱ - :۳) 

(4) إذا كان الستوي القاطع يميل على رد کا 
حور السطح بزاوية ع" بحيث ۱ 
٤ ۰‏ < ع فان القطع الناتج 
يكون قطعاً زائداً کیا في الشکل 


)۳۵ ۰- \) 


نعود الآن إلى العادلة (۲-۱) أي : 


شكل (۱ - ۳۵) 
1„ ای اد ہیں فى а}‏ )=( 
التي р‏ معادلة من الدرجة الثانية في المتغيرين س ۰ صء فلعلّك تلاحظ أنَّ هذه العادلة 


- إذا سمحت قیم معاملاتها Е‏ < » و » ه بوجود حلول حقيقية ها - В‏ أحد القطوع 
المخروطية ونکتفی لبیان ذلك بإيراد الأمثلة الاتية : 


: نوع النحنی الذي تمثله العادلة (۲-۱) - في حالة وجوده - في کل من ال حالات الآنية‎ Де 
فو مها وو كات ]وی دم‎ вае) 
٩۷ - = ن = 4 )< = - ۶۲ = ۰۱۱ ه‎ ۱ =| (Үү) 
ويم تا‎ у-у-у =| (У) 
۱۱ = ن 1-4-۳ ه‎ ۸۲ =| )6( 
јн 
. - ۲ + العادلة هي : سس" - 4 س - ص‎ )۱( 
أو :ص = س" - 4 س + ۳ وهي معادلة قطع مکافن من الشکل (۱۳-۱) حوره‎ 
. مواز للمحور ص وفتحته نحو الأعلى‎ 
. = 4۷ - ص۲۲ س +۱۹ ص‎ ٤+ العادلة هي :س‎ )۲( 


وکس الک :زر" د و ۳۱۱ 4 ص جو ص )1۶2 
Б 7‏ (ص + ۲ 
و 55 ۳ 
فهي معادلة قطع ناقص مر كزه (۱ ۰ -۲) ومحوره الأكبر (البؤري) يوازي الحور س 
(۲) العادلة هي :۲س" - ص" - ۲ س - ٤‏ ص = ٠‏ 


۱ ۱ ' А А 
4 - ص + 4) = م‎ ٤ + وتکتب بالشکل : ۲(س" - س + ) - (ص"'‎ 
۱ 


۳ - (س‎ зый 


Ж 


فهي معادلة قطع زاند مرکزه (-/ ۰ -۲) ومحوره القاطع (البؤري) يوازي الحور >-. 
)٤(‏ العادلة هي : ۲ س' +۳ ص" + ٤‏ س -٦ص‏ + ۱۱ 2 ۰ 

وتکتب بالشکل : ۲ (س" + ۲ س ۴١‏ ۳ (ص" - ۲ص + ۱) جس + ه 
کر ہر دو رت 1 

ولعلّك تلاحظ أنَّ الطرف الأيمن جموع مربّعين» فكل منهیا آکبر أو يساوي الصضر بینم 
الطرف الأيسر سالب» وبالتالی فلا يوجد منحنى حقيقي يمثل هذه ا معادلة . 

فيد 

آعد السؤال الوارد في ا مخال (۱۵-۱) في ا حالات الاتية : 


= جاه = ۱ )4 جح ع و 


Бағ‏ ۳ے اواو کاو ے سم 


|= ں = ح = ۶۱ 2 ۳ »وه ده 


)5-١(ةحيتن‎ 

لعلك تستنتج أنه في حالة کون العادلة (۲-۱) تمثل قطعاً حقیقًاء ففي حالة القطع الکاف : 
اب أحدهما يساوي الصفر؛ وفي حالة القطع الناقص : اب من إشارة واحدة أي : ا س> ٠‏ 
وفي حالة القطع الزائد : اب من إشارتين ختلفتین أي : | ب < ۰. 


أي قطع تمثله العادلة : س" + ٩‏ ص" + ۲ س ۱۸ ص + ١‏ - ۰ 
ّا كان != ۰۱ ب = ۹ فان ۱ ۰ب > ۰ وبالتالي فا معادلة إِنْ مثلت قطعاً Чы‏ فهو قطع 
2 
ناقص ؛ وبالاکال إلى ا مربّع على كل من س » ص نجد : 
کو ۴غ ۹١)‏ ور ہیں جج ابييل 
آو: (س +۱)'+۹ (ص -۹<')۱ 
)+ / = ) 0 
کے г‏ -۱(قطع ناقص مركن (-۱۰۱) ومحوره البزري 
(الحرقي) يوازي الحور ‚С‏ 


کار ین (۱ = ) 


: إن وجد‎ АЁ من حيث نوع القطع المخروطي الذي‎ АЙ العادلات‎ а 
Е ان رد ہے بد‎ 
. = ۲۵+ ص‎ ٩۰+ اصن" ۰۰۲ سن‎ ٩+ س‎ 6 


۳) اسن" 2 ۲ ص یں حم 


: إذا علمت أن الداثرة يمكن تعريفها بالصيغتين المتكافئتين كما يلي‎ ١ 
الدائرة هي مسار نقطة تتحرك في المستوي بحيث يكون بعدها عن نقطة ثابتة فيه (هي‎ ) ( 
. مركز الدائرة) يساوي مقدارا ثابتا (هو نصف قطر الدائرة)‎ 
. الدائرة هي مجموعة كل النقاط في المستوي المتساوية في بعدها عن نقطة ثابتة فيه‎ )-( 
فالمطلوب إعطاء تعريف مشابه لفقرة (ب) لكل من القطوع ا مخروطية الشلاثة التي‎ 
درستها.‎ 
في التمارین من (۲) إلى (7) ضع المعادلة في الصورة القياسية ومن ثم حدد نوع القطع‎ 
. المخروطي وصفاته وارسم الشكل البياني الذي يمثله‎ 
=т= رر‎ ٤< رو رر‎ 


۱ ۳ 0 5 
س 9 اس ہار сюйе ١<‏ 


س س ا ص ۶ ۷ 5 ۱ 
9( س۲+ 4 س = ص" + ۲ ص - ۵ 
„(д‏ و رر جج ق =т=‏ 
آوجد المعادلات القياسية للقطوع الآتية : 
(У‏ قطع مکاف رأسه (۱ ۰ 4) ويمر بالنقطة (۰۰ ۰) إذا کان : 
( ) حور تناظره يوازي الحور السيني . 
(ب) حور بناظره يوازي الحور الصادي . 
(А‏ قطع ناقص مرکزه (۰۰ ۰) ونقطتا تقاطعه مع حور س هما (± ٦‏ » +( ونقطتا تقاطعه مع 
حور ص هما (۰ » ± 4). 
4( قطع ناقص مركزه ٤(‏ ۰ -۳) ونقطتا تقاطعه مع حور تناظره الأفقي هما: ٩(‏ ۰ -۳) , 
(-۰۱ -۲) ونقطتا تقاطعه مع حور تناظره الرأبي هما: (4 ۰ ۰۱ (5 ۰ -۷). 
۰) قطع زائد رأساه (± ۰۳ ۰) ومستقیماه القاربان هما : 
سو ۰ ۲ ы‏ 
)١‏ قطع زائد رأساه هما (۰ » ± 5) ویمر بالنقطة (۸۰۲). 
۱۲ ) ضع كلا من العادلتین التالیتین في صورتها القياسية : 
4„ ۴ و ۸س +„ + ضا 
ا عي الح يار برو = ай‏ = جاده 
(ب) ماذا يمكن أن تستنتجه من (۱) ؟ 


(<) ارسم على الشكل نفسه التمثيل البياني للمعادلتین . 


المتتایعات والمتسلسلات 


ا ات 

۳ ۶ وا ا 
у‏ را ار 
мы ее‏ 
Ы о‏ 


= ۵۲ — 


٦ب ЭЭ‏ سح 
ےا аА‏ 


إن مفهوم التتابعة يلعب دورًا کبیا في البناء الرياضي والتطبیقات الرياضية . وفی هذا البند 
نتطرق إلى تعريف ا تتابعات وخواصها الأساسية . 
لیتخیل الطالب أن لدينا عددّا من الصناديق ا مرقمة . 
СТЕ = 0 опоо‏ 
۳ 


е ۲ ۱‏ 
ولنفرض آننا وضعنا في الصندوق الأول عددًا ما ولنرمز له بالرمر ا, وبالثل نضع عددا ثانيًا أ 
في الصندوق الثاني وهلم جرا مع باقي الصنادیق لنحصل على الترتيب الآتي : 


[Л]‏ له لأ ی ی ے رش ا والذي 


۱ ۲ 
نسميه متتابعة ونرمز ها بالرمز )6160 --- » أم) . 
تدریب (۱-۲) 
(۱) لیکن لدينا ۱۰ صناديق مرقمة» أوجد ما يأتي : 
(أ) المتتابعة التي تنتج إذا وضعنا في الصندوق الأول العدد ۰۳ وفي كل صندوق آخر نضع 
ضعف العدد الموجود في الصندوق السابق له في الترقيم . 
(ب) المتتابعة التي تنتج إذا وضعنا في الصندوق الأول العدد - ۲ ثم نضع في كل صندوق آخر 
العدد الموجود في الصندوق السابق له بعد ضربه بالعدد- ۳. 
(۲) لنفرض لدينا عددًا غير منته من الصناديق المرقمة» فإذا وضعنا فی كل صندوق رقمه ن 
العدد ان = ۲ ن + ١‏ فا هي ا تتابعة الناتجة؟ 
إذا تمعنا في وصفنا للمتتابعة في الشرح السابق فنجد أن کل رقم لصندوق ل يقابله عدد 


حقيقي ار وهو العدد الذي وضعناه في هذا الصندوق» أي یمکن اعتبار التتابعة دالة د جا ا 
مجموعة آرقام الصنادیق» أي الجموعة [۰۱ ۳۰۲ - ---)] Ше,‏ القابل مجموعة 
الأعداد ال حقیقیة С‏ حيث د (ن) ان ؛ بینا فی حالة کون эде‏ الصنادیق غير منته کما في الجزء 
الثاني من التدریب ( ۲ - ۱) فان جال د هو جموعة الاعداد الطبيعية ط . ویمکننا الآن 
إيراد التعریف الریاضی للمتتابعة : 


تعریف )1-1( 


التتابعة النتهية والتی عدد حدودها ۲ ھی أي دالة د ү.‏ ۵ ا С‏ 


والمتتابعة غير النتهية هي أي دالة د : ط >> © وإذا كانت د متتابعة (منتهية أو غير 
منتهية) وكانت ن عنصرًا في مجال د فإننا نرمز للصورة د (ن) بالرمز أن ونسميه الحد النوني 
للمتتابعة» كا نكتب المتتابعة المنتهية على الصورة (!, » , ؛ -- - )١ ١6‏ ؤغير المنتهية على 
الصورة )1 !==( 


ملحوظة У)‏ - 1( 
ہما أن أي متتابعة عبارة عن دالة : 
жїз‏ سا تن حيث ه = ١» ١[‏ » - - -» 2 ]في حالة أن التتابعة منتهية 


وعدد عناصرهام أو ھ = Ъ‏ في حالة ОЇ‏ التتابعة غير منتهية - فانه يمكن رسم بیانہا 
[(نه » د (ن) ) : له Э‏ 6 في الستوی الاحدائی ؛ فمثلا التتابعة : 
паша ١ 6 ۲ 4 ۱ = © ۲ 4‏ 


و 
ا 


الستوي الاحدائي کا في شکل (۲ -۱) هرت 


у= © (\-.Ү) 
۲۳ (л) شکل‎ 
دب ۱۲ ) ومن ثم استنتح صيغة‎ ачаб; ۲ ( آوجد عدد حدود ا تتابعة‎ (1) 
. جبرية للحد النوني ما ومثلها بيانيًا في الستوی الاحدائي‎ 
(ب) آوجد ا حد النوني للمتتابعة غير النتهية (۱ ۰ - ١ء ١ء ۰۱ ----) ومثلها‎ 


اتا فى الستوی الالحدائي . 

)1( بملاحظة أن != ۲ ؛ لى = ٤‏ ءام = 
أي أن كل حد في التتابعة يساوي ضعف ترتیب تسلسله في ا تتابعة أو بعبارة آخری ترتیب الحد 
يساوي نصف قيمته » وبالتالی فإن ترتیب آخر حد في التابعة هو لل = ۸ (أي أا = ۲۰ 


لو كان عدد الحدود ۱۰ مثلا) ؛ ویکون الحد النوني هو ان = ٢ن‏ حيث ۱ < ن < ۸ وقثل 


بيبانا کا فى الشکل (۲-۲): 


شكل (٢۔٢)‏ 


(ب) إن حدود المتتابعة ( ١‏ ¢ = ا ۱ ۱ ----) تتناوب القيمتين ۱ - ۰۱ حيث 
الحدود ذات الترتيب الفردي تأخذ القيمة ۰۱ بینا ذات الترتیب الزوجي تأخذ القيمة - ۱ 
ويمكن توحيدهما بالصيغة الجبرية ا, = (л)‏ والتي تحدد قيمة الحد النوني لاي قيمة 


فردية أو زوجية . وقثل هذه ا متتابعة بيانيا کم في الشكل (۳-۲). 


شکل (۳-۷) 


ملحوظة (۲ - ۲) : 

(۱) في ا مثال السابق استطعنا أن Да)‏ عن الحد النوني بصيغة جبرية تمكننا من ا حصول على قيمة 
أي حد نریده في التتابعة؛ فمشلا: في التتابعة الأولى حيث ار = ٢ں ٠× ۲= 5р‏ 
-۰۱۲ وکذلك ف التتابعة الثانية حیث ار = (- **)١‏ ' فان أب = (- ۱-۱ ولکن 


هذا لا یعنی أن الحد النوني لكل متتابعة له صيغة جبرية ؛ فمثلا : متتابعة الاعداد الاولية 


У )---- ۰۱۳ ۰۱۱ ۰۷ ۰۵ ۰۳ ۰۲(‏ یعرف لحدها النوني صيغة جبرية А‏ 
(۲) للاختصار في الکتابة سنرمز للمتتابعة النتهية б!)‏ == ایز быз»‏ 
التتابعة غير النتهية (!, » ا » ا > ---- ) فنرمز ھا بالرمز [э]‏ ۔, وفي حالة معرفتنا 


لعدد عناصر التتابعة Шр‏ نكتفي بالرمز Ш‏ على الصورة إا ]. 
(۳) يمكن استعمال رموز أخرى للمتتابعات عند الحاجة ؛ مثلا ٠), ә]:‏ )> .]؛ [ح .] حیث 


ب б»,‏ هى الحدود النونية هذه التتابعات 


تساوي متتابعتين : 

АЙ‏ نتطرق إلى تساوي متتابعتین فحیث إنه سبق للطالب دراسة تساوي دالتین فتتساوى 
متتابعتان إذا تساوتا باعتبار ما دالتین فنحصل على التعریف الا : 

تعریف (۲-۲): 

نقول إن التتابعتین | ا,] » [ سر ] متساویتان إذا حقق حد الشرطین : 


(أ) كلا المتتابعتين منتهیتان وها العدد نفسه من العناصر و Ј‏ = س لجميع قيم ده . 
(о)‏ كلا ا متتابعتین غير منتهيتين و ار = سر میع قیم ده . 


مثال (۲-۷) . 
Шы‏ من التتابعات الآتية تتساوى فیما بينها : 
(1) (- 40۱۰۲ ۱۰۰۷ ----==-( . 
(ب) [ ا ]یت حيث ل یه" ۲ . 
(ج) ы». {уе}‏ پر оо‏ 
(د) \‹Ү—)‏ ا ٣ب‏ ٢بت‏ ۳۳)۔.۔ 
слем елет) СА)‏ سس ساسا | 


لحل 

بها أن المتتابعة في (ب) منتهية فلا يمكن أن تساوي И‏ من المتتابعات غير النتهية الواردة في 
الفقرات (۱) ؛ )>( ؛ (ه). ىا نلاحظ بالتعويض عن قيم ىہ في الحد النوني ل = به" - ۳ أننا 
نحصل على المتتابعة (- ۰۲۰۱۰۲ ۰۱۳ ۰۲۲ ۳۳) وهي المتتابعة نفسها الواردة في (و) 
وبالتالي فھما متساويتان. أيضا بالتعويض عن قيم ىہ في ا حد النوني للمتتابعة الواردة في )2( 
نحصل على المتتابعة (- 5 , ٤ 2١‏ ۰۱۰۰۷ -------) وهي التتابعة نفسها الواردة في 
() لذلك فها متساويتان ولکنه| لا تساويان المتتابعة الواردة في (а)‏ لأنه في المتتابعة الأخيرة 
ام = ۷ لا يساوي ا لد الناظر في كل من (۱)ء (ح) . 


ای =( 


(۱) في کل متتابعة ما يأتي اکتب ا خمسة حدود الأولى ثم مثلها بيانيًا في الستوی الاحدائي : 


)1( ال ارت حيث ل = ابه +۱4 . 


(۲) في يأتي استنتج حد النوني لكل متتابعة : 


. (=----- сб عو‎ о С) 
۲ 
‚ سدس د )ع‎ л ۔ ل‎ ١ ( (ب)‎ 
۸۱ ۳۷ ۹ ۳ ١ 
( ыс ےج -\ م‎ = 6 9 1) (=) 
۲ ۲ 
„ ӘБ Одет С (د) (۱؛ اس » اس۲» اس۲» )یق‎ 
: عددان ثاہتان‎ се! حا سحت ) حیث‎ ысы бе ۳+۱ +س ۱+ ۲ سس‎ ۱۱( (л) 


йй 
: التتابعات الحسابية والهندسية‎ ۲۲ 
التتابعة الحسابية‎ )۱( 
== ات ۹١۱ء۶ جه اج أن ارت ارد‎ ۲ ЫЙ اراتا ال‎ 
= ا - ا وهلم جرا وبشکل عام فان : ا , , - ل = ۳ لجميع قيم نه وهذا يعني أن : ا‎ = 


| + ۲ لجميع قیم ‏ . وني الواقع يوجد كثير من المتتابعات المنتهية وغير المنتهية التي يحقق فيها 
الحد النوني علاقة حسابية من النوع أعلاه وتندرج كلها في التعريف التالی : 


تعریف (۲۔۳) 


المتتابعة [ € ] التهية او عر النتهية تسمی متتابعة حسابية إذا وجدنا عددًا ابا ء بحیث 


БО)‏ - عر = 4 لجميع قیم ‏ . ونسمي الفرق الثابت 4 في هذه ا حالة أساس 
ا متتابعة ا حسابیة [ 2 , ] . 


ملحوظة (۲ - ۳) : 


إذا كانت[ ح , ] متتابعة حسابية أساسها ء وحدها الأول ع, = ١‏ فنلاحظ من التعریف أن : 
عي عع دو آي آن ع, د چ +؛ وبالثل نجد آن: عم د ع +و ۲+۱ ووس ۳+۱ و 


سس سے تر  )١ = о)‏ أي أن المتتابعة الحسابية يعطى حدها النوني بالصيغة الجيرية: 


(уте) ге ع‎ 


حیث اہو ا حد الأول في التتابعة الحسابية و + هو أساسها الحساي . 


بين أيّا من التتابعات التالية حسابية : 

ЕЕ ۹ (1) 
ее Ща бее ет (ب)‎ 
| (ج) ۱۸۰۱۱0۱۰۲ تست‎ 


۰ ۱ ۰ ۱. 0) 


کے کہ ےہ مدیم سیب 


ينتج أن هذه ا متتابعة هي متتابعة حسابية آساسها ا حسابي هو ء = ۱ وحدها الأول هو ع, = ۱ 
وعدد حدودها ۲۰ 

(ب) نلاحظ أن : 
Ё‏ = سسا د اد دومع سور ہد = Ё‏ یریت ہک يمع أذ 
هذه المتتابعة حسابية حدها الأول هو ۳ وأساسها الحسابي هو - 4 . 


(ج) إن ع, -۔ع, = ٤‏ بینم ع, - ع = ٥‏ لذلك فان ع, -۴, ± عم - Б‏ والتابعة ليست 
\ \ \ : - ۲ 
۷ے چے ہت چو عا لے اد کے 82 = ا دخ للك فان المتتابعة 


حسابية حدها الأول + وأساسها -1 وعدد حدودها حمسة : 


(1) أوجد ع., في المتتابعة الحسابية : 


(ب) إذا كان لدينا متتابعة حسابية [5.] فیهاع, = боо‏ = ۲۹ فأوجد + . 


. ۲-۱4 -- اوح دع‎ (Ї) 
: من الصيغة (۱-۲) فان‎ 1) 
, ۷۶16 - (+9 ع داع وز 9ه )و‎ 
: Је نحصل‎ )١- ۲( (ب) باستخدام الصيغة‎ 
. 4= ودج ۶۱۰۱۵ <ع‎ ۲+۱ 
: فیکون لدینا العادلتان‎ 
وده‎ ۲ +۱ 
۲۹ < ۶۱۰ +! 
: وبالتالي فان‎ . ١ - 2۱1۰۳ = في الجهولین ۶۰۱ بحل المعادلتين ینتج لدینا ؛‎ 


. ۸۱ = ۶ ۲۹ += = 


الاوساط ا حسابیة : 

في كثير من الأحيان نحتاج لمعرفة المتتابعة الحسابية التي تبدأ بعدد معين | وتنتهي بعدد معين 
آخرت ويعرف عدد حدودها مقدما . 

تعریف (۲ -4) 

الأوساط ال حسابیة بين عددین ۱ ب هي الحدود الأخرى للمتتابعة ا حسابیة التي 


حدها الأول | وحدها الأخير ت والتی یعرف عدد حدودها ,22„ 


أوجد الخمسة أوساط الحسابية بين العددين - ۰۱۲ ۱۱۶ . 


إن هذه الأوساط الحسابية هی الحدود الأخرى للمتتابعة الحسابية التي حدها الأول - ۱۲ 


والأخير ١١5‏ . أي أن эде‏ حدودها هو ۷ وبالتالي فان حدها الأخير هو 
ع, = !+ ٦ء‏ أي أن ۱۱6 = ۱۲ +1 5 


ومن ذلك ينتج آنء = شلد = ۲۱ وبالتالي فان الأوساط الحسابية الطلوبة هي على التوالی : 


E04 = ۲۱۱۲-۰۶,‏ دحج +۲۱ 6۰۳۰۶ دج +۲۱ ۰۵۱-۰ دع + 
۱ء ۲ ۵ ,= مج + ۲۱ < ۹۳. 
(۲) التتابعة ا مندسیة : 

هناك أيضًا نوع آخر من التتابعات له نمط مميّر» ويختلف عن ا تتابعات الحسابية» فإذا تأملنا 
في التتابعة (ФА ۰۲۸ ۰۱۲ ٦-۳‏ --------- نجد أنها ليست حسابية حيث 


ام - ا = - ۹ بین ام - ام = ۱۸ ولکن نلاحظ أن 


ь 1 —————=.———=—=.—=—= — = ——‏ و 401+ ۱ = — ,= ۲ - 
ГОТ 1‏ أي بشکل عام فان سم ۲ لجميع قيم ىہ أو بعبارة 


له 
є‏ 


آخری ا , , = - ۱۲, . یمکننا الآن اعطاء التعریف التالي : 


إذا كانت [(ع.] متتابعة وم عدد ابت بحیث إن عر +, = م .ح. لجميع قیم نہ فاننا 


نسمی هذه التتابعة متتابعة هندسية أساسها ‏ . 


: )٤ - ۲( ملحوظة‎ 


إذا كانت [ع.] متتابعة هندسية آساسها ‏ وحدها الأول هو , = ١‏ فمن التعریف نلاحظ ПОЙ‏ 


جم دح ای )ع = ج ص = اسآ( ج = حم = اس" سي وي نا“ ساس ص = 
ام" ' . أي أن أي متتابعة هندسية يعطى حدها النوني بالصيغة ا حبریة : 
(їшї) ====—== яа‏ 


حیث اهو حدها الأول وم أساسها. 
ين ابا غايل مصابعة ختادسية: 
(1) ؛؛ ۱۰۸۰۳۱۸۱۲ === 
(ب) ار {үчү‏ سس سس سے 


)2( ۱ »سپ یم ----- 


FRESE ЕТШ) 
أى انا‎ КЕ а ав ۲۳ 2۱۰۸ < ع٤٤‎ ×× عر د ومع‎ 

متتابعة هندسية آساسها ۳ وهي غير منتهية . 
(ب) حيث إن 2,2 ۲۱ = КҮ‏ ع, = ۲٢‏ ۳ 2, فان هذه التتابعة ليست هندسية . 


(ج) ع = + = = Ж. =т=‏ = = م . 
وعموما ری Ка ٦‏ لذلك فهذه المتتابعة هندسية أساسها الهندسي هو - وهي غير 
)5040 - 2 - < - ج . لذلك 
فهذه المتتابعة هندسية أساسها افندسي - > وعدد حدودها 4 . 


(أ) أوجد الحد السابع في المتتابعة افندسية : ۰٩‏ ۲ء سح جہ ہد ۔۔ 


(ب) )15 كانت [۴ع.] متتابعة هندسية فيها: ع, = ۰۳۲ عي = - ۲٥٢‏ فأوجد ,٤‏ . 


(أ)ادع = =e‏ ج 0 - م لذلك: 
ع =×( = چ 

یاد = үү‏ سرش أي أنس؟ = - ۸ 
ومنه مہ = ٢‏ وبالتالي ١‏ - 2غ - لد к‏ 


Еш‏ رو سر سا وج ری == 8ڑ 

الأوساط الهندسية : 
یمکننا أيضًا تعريف الأوساط ال هندسية بطريقة مشاہة لتعريف الأوساط الحسابية . 
تعريف (؟5-7") 


الأوساط الهندسية بين عددين ۱ب هي الحدود الأخرى للمتتابعة الهندسية التي حدها 


الأول | وحدها الأخير ب وعدد حدودها مین مسيقًا ۰ 


۱۸۹ Я 
1 » ۷ - أدخل وسطين هندسيين بين العددين‎ 


إن إدخال وسطين هندسيين يعنى أن عدد حدود المتتابعة المندسية هو ٤‏ وبالتالی فان : 


۷ б 
: فیکون الوسطان امندسیان الطلوبان هما‎ 
А - ع ام < لے وع ام"‎ 
. ۲۲ ۰۲ - (أ) آدخل ثلائة أوساط حسابية بين‎ 


ҮҮ 01 7 01‏ 
(ب) أدخل أربعة أوساط هندسية بين - ٠ 1٤‏ م ۰ 


اریخ )=( 


(۱) حدد И‏ ما يى متتابعة حسابية وأيا منها متتابعة هندسية والأساس لكل نوع : 


() ۱ ۱-۰۰ === رڈ 
۱ ۱ ۱ 
ЖЫ 756)‏ 
\ \ 
سے 000—6 -------- 
)>( 1 
)5( ۲ ب - ۳ ٢ں‏ - ۲۱ نس( 81 --- حیث ب علد ثابت . 
۱ ۲ ۳1 
к ф ¢) (л)‏ ۾ ---- حيث | 4 ب عددان تایتان А‏ 
ب نے — 


(۲) باستخدام مفهوم التتابعة الحسابية أوجد عدد الضاعفات للعدد ٦‏ بين العددين 
eee‏ 
(۳) أدخل الأوساط المطلوبة فيا يلي : 
Уы аиы (Ї)‏ + 1 
(ب) وسطا حسابیا ن ۷۳-۰۸۲ . 
(ح) وسطين هندسین بين ٩‏ ۰ - ۲۳ . 
а ае Сз)‏ بين > +2 
(6) متتابعة حسابية حدها الخامس - ۰۱۰ وحدها الثامن - ۰۱۹ آوجد حدها حخامس عشر . 
)0( متتابعة حسابية حدها الثامن „ай,‏ عن حدها الثالث بمقدار ۲۰ وا حد الثالث ضعف 
الثامن . فأوجد الحد الثاني عشر فیها . 
СЛ)‏ ما هو الحد السابع في متتابعة هندسية حدها الثاني -٦ء‏ وحدها الخامس ٩۱۰۲‏ . 


(۷) أوجد التتابعة امندسية التي يزيد فيها الحد الشالث عن الثاني بمقدار ٦‏ وا حد الرابع يزيد 
عن الحد الثالث بمقدار ٤‏ . 

(۸) قفز رجل مظلي من فوق طائرة بشکل رأسي نحو الارض فإذا قطع مسافة ١7‏ قدمًا نی الثانية 
الأولى وإذا كانت مسافة النزول تزید بمعدل ۳۲ قدمّا كل ثانية فما هي المسافة التي ينزها 
المظلي بعد ۲۰ ثانیة؟ 

(۹) بدأ آحد متسلقي الجبال تسلق جبال الميملايا واستطاع أن یصعد ۱۰۰۰ قدم في خلال 
ساعة واحدة فإذا کان مقدار صعوده الجبل يقل کل ساعة بمعدل ۸۰ قدمّا ففي أي ساعة 
بدءًا من صعوده یتوقف التسلق اما عن الصعود . 

(۱۰) إذا كانت قيمة قطعة آرض هي ۱۲۰,۰۰۰ ريال وبعد ثلاث سنوات آصبحت 
۰ ريال بافتراض أن قيمة الارض على شکل متتابعة هندسية ما هي القيمة التوقعة 


УЂУ oS 
اة‎ ыл ы 4 ды А ا‎ 


تعریف (۲ - ۷) 


إذا كانت [ح] متتابعة حسابية منتهية أو متتابعة هندسية منتهية فان الجموع : 


а 2+‏ حا متفه او مسلسله 
هندسية منتهية على الترتيب وفي کلتا ا حالتین نقول إن عدد ا حدود هوم . 


ملحوظة (۲ - 6) : 
بإمكاننا احتصار كتابة التسلسلة النتهية (سواء أكانت حسابية أم هندسیة) : 
> = + ح, + ---+ ح, بكتابتها على الصورة : < = ко‏ حیث 2 هو اد النوني 
بین نوع كل متسلسلة فیما يلي واكتبها بالصورة المختصرة : 
)1( د ع + ج+و۱+----+(۱-۵) . 
١‏ 
(پ) اط + یز | 
(أ) الحد النوني للمتتابعة هو & = ٥‏ ىہ - ۱ أي أن ح. = (- ۱) + ه به وهي متتابعة 
нарады‏ مساسلة ان وصرھا الكمرة هي کرد е)‏ 
١‏ اح اك 1 0 
(ب) الحد النوني هو ح. = ۲ ×( 7 )۱۰۰ أي أن المتتابعة هندسية وبالتالي فان حم 
١ . а‏ 
متسلسلة هندشية وصورتها ا مختصرة هي ح , - 5 ۲ ۳)۲۳(۷ ۱۳ . 


اکتب اأتسلسلة خر < © ۲ ҮМ‏ بصورة مفصّلة . 


نعوض على التوالى عن ن بالقيمة من ۱ إلى ٥‏ فنتحصل على < ۲ × ٩ «۷ ۲ + ۳۲ ۲ +١‏ 
٦+٢۲ ЕЛ 2 ۱ +۲۷ 2 +‏ ۱/۸ 9۶۰۳ ۳ ۱۱ 


نظرية (۱-۲): 
تک“ > کح حيث [ع ] متتابعة حسابية حدها الاول! وأساسها 4 . فان جموعها : 


ао‏ به 


>„ = [۵+۱۲- = ج (ع +ع( ۳-۱ 


جم کا Е‏ +ع ++ +ع 


أي أنه ы‏ جيه (۱ е)‏ 1)1 + (1 4( \( +( 
أيضًاح = (۱ +( -۱)و) + (۱ +( ۲)و) + ---- +(ا+ى) + 
وبجمع التساویتین السابقتین طرفا بطرف نحصل على : 
ے = رھ GEO =O: FEO)‏ ----- 

سو ہی (ае‏ رواء = GU‏ 
أي أن : كح = ©<ا[؟|+(- ])4)١‏ ومنه 


(EF mel رٹ‎ +]; — -]ى)١‎ - 0 +17] сє = > 


آوجد مجموع التسلسلة ا حسابیة: حى = پر ا ٣ eem‏ 


Ле ЕЛЕ ЕЕЕ телене 


۰ 


أى أن : )!+ (Ат +) - (зо‏ - 4 - ۱۰ ومنه - ۶۷ = - ۱ فنجد أن ء = ۲ 
وبالتعویض عن قيمة 4 في ع, ينتج أن : 


١: - = ١٠١ -  - =|‏ . لذلك لدینا: 


\о 1‏ 
в‏ )ها حد سس تی رر اج مرا 


\о 


ذاکانت ۓ = ج 2 متسلسلة حسابية فیهاح = ۰۱۳ -- о‏ وجموعها ٠٤‏ فأوجد 


له = ۱ 


عدد الحدود „Г‏ 


الماح )١‏ عتدماء غ2 ۱ (٤۔٤)‏ 
= 


وفي حالة > = ۱ فإن: < ۱۰۴ . 


= + م + "+ Дена‏ 
وعلیه فان : م کے ОЛЕ: еа рите‏ 
وبطرح ا متساویة الأولى من الثانية ینتج أن : же жые‏ یم 
۱ ۲ !)%-\( ‚ 
أي : ح, ни)‏ 26 == ۱) وبالتالی : е‏ ."00 في حالة م عو ۱| آما عندما 


م < ۱ فان ح = احالس سسب + اح مل 


که 


ثبت النظرية السابقة بالاستقراء ‚вд‏ 


3 
| 


۲ 
فینتج آن حي )1-76( у=‏ کک آی نو < ۲۰۹۱-۱۰۲۳۲ 


۱۰ 


е ٤ : ۱‏ 
إذا كان مجموع التسلسلة امندسية ی = كا ہپس هو ۾ فأوجد эде‏ حدود ۲ . 
به = ١‏ 


Ges 0039‏ < و سا سس 1 
СТАНА Беш)‏ کو ы а‏ رو[ سنا 
е (1 =>) E <‏ +( وھ ү == Уй‏ 
الان — = = { ۹/ د | ان 5 ۰ . 
ет 0 ۹‏ ۱-۳ یات 4 ۲ رس 


۱۳ = ۲۲۳۲۶ < ۷۲۸ وینتج آن: ۲۳ = ۹ = ۲۳ ومذا یقتضی أن ۲ = ٦‏ أي أن 


عدد حدود ا متسلسلة هو" . 


(أ) إذا كانت <,, متسلسلة حسابية عدد حدودها ١5‏ وحدها الأول - ۳ ومجموعها ۷ فا 
هو أساسها. 


(ب) |ذا کانت حر متسلسلة هندسية جموعها ۱۲۱ وأساسها ۳ فأوجد حدها الاو . 


(їе ۲( مارنن‎ 


آوجد مجموع التسلسلة العطاة في كل من التمارین من (۱) إلى (1) : 


(۱) جح ˆ 54 (۲ ہہ + ۱) ۲ (۲) حر الك (о-о)‏ 
00ح (от)‏ . (اے۔ )+ 
)نس کات كاعد امه 


. ۱۱۱-2۰۱۳۰ علا بانع‎ Е 4 = أوجد مجموع المتتابعة الحسابية حس,‎ (У) 
١ ان‎ х 5 7 3 
أوجد مجموع التتابعة ا هندسية حر = کا علا بأنع, = جوع‎ (Л) 


(۹) إذا كان مجموع المتسلسلة ا حسابیة >= كل(“ (о + о‏ هو ۲۱۵ فا هو عدد ا حدود ۲ И‏ 
~ = ۱ 
‹ 3 ۱۹ 
(۱۰) آوجد эде‏ حدود التسلسلة افندسية ح = کل( ۔ __ 


(۱۱) متتابعة هندسية حدها الأول ۳ والأخير 4۸ فإذا کان کل حد فیها ضعف الحد السابق 


له فأوجد جموعها 

(۱۲) تعهد مقاول في بناء مشروع بأنه فی حالة تأخره في تسلیم الشروع فانه یدفع غرامة في 
الیوم الأول ۱۰۰۰ ریال؛ أما الأيام الأخرى فإنه یدفع في كل یوم غرامة تزید ۵۰ ريالاً عن الیوم 
السابق لەء فإذا کان جموع الغرامات التي دفعها القاول هو ۳۰۰ , ۱۵ ريال فکم عدد آیام 
التأخير . 

(۱۳) إذا كانت مبيعات إحدى الشركات في السنة المنصرمة ۱۰ ملایین ريال وكانت الزيادة 
التوقعة في كل سنة هي ЛО‏ فبكم يتوقع أن تبيع الشركة في السنة الخامسة؟ . 

وما هو جموع المبيعات خلال 8 سنوات؟ . 


 - ۲‏ نہایة ا تتابعة غير النتهية : 
تنبع أهمية التتابعات غير النتهية من دراسة سلوك ا حد النوني ا عندما تأخذ ده قيا كبيرة 
جدًا ففي كثير من الأحيان نجد أن قيمة | . تقترب من عدد معین ل كلا زادت ‏ بلا حدود 
ادرس سلوك الحد النوني فی ا تتابعة غير النتهية [ | ] حيث ار = ۳ + اس 


نلاحظ أولاً آن|۱ - "| = 3 وبملاحظة أن القدار ب يقترب من الصفر آکثر فأكثر كلما 


زادت ه بلا حدود» قعل سیل الخال عندما ه = 14 فان = = 4ه × ۲۱۰ وهي قيمة 
قريبة جدًا من الصفر. لذلك فان قیمة|۱, - | تقترب من الصفر كلما زادت ‏ بلا حدود . 


ویمکن تمثيل ذلك بيانيًا بالشکل التا لی : 
۳۰ | 
4 1 شکل (4-۲) 


۱ 
۱ ۲ ۱ ۳ ۲۱ & 


عم ریاضیّا عن اقتراب ۱ , بشکل متواصل من العدد ۳ بقولنا ор‏ نهاية المتتابعة [۱, ] 
عندما توول ده إلى ما لا هاية هي ۳ ۷ ونکتب ذلك رمزیابالصورة نها ا, ۳٣‏ . 


تعریف (۲ -۸): 
إذا كانت [۱, ] متتابعة غير منتهية وكان ل عددًا حقيقيًا بحيث إن المقدار | ار م 


يساوي الصفر أو یقترب أكثر فأكثر من الصفر كلا زادت ىہ بلا حدود عندئذ نقول إن 


المتتابعة ((] متقاربة وها النهاية ل عندما تؤول ده إلى ما لا نهاية ونکتب : نيا أن 


ملحوظء (۲ -۲) 
(۱) یمکننا إعطاء صيغة آخری مكافئة للتعریف السابق وهي : إن التتابعة [ ,] ها النهاية ل 
15 کان الحد النوني يقترب من القيمة ل بلا حدود كلا زادت قيمة به بلا حدود . 
(۲) من التعریف (۲ -۸) ینتج أن التتابعة إذا كانت متقاربة فان نهایتها وحيدة . 


:)٩۹- ۲( تعریف‎ 


إذا كانت [س ] متتابعة غير منتهية وغير متقاربة» فإننا نقول إنها متباعدة ولیس ها نہایة . 


© 


8 ۱ || ۳ = صفرا ممیع قيم نه ؛ فهذا يعني من تعریف (А)‏ 
أن [۱ ] متقاربة ونہایتھا العدد ۳. 
(ب) إن حدود التتابعة العطاة هی - ۰۱ ۰۱۰۱-۰۱ ---- أي آنها تأخذ القیمتین ١ء‏ -۱ 


) بملاحظة أن 


بالتناوب ولا تبت على أي منهما مهما زادت ىہ وبالتالي فهي متباعدة؛ لأنها لا تتقارب إلى قيمة 
وحيدة . 


0 


)>( حيث إن ۱ = نہ فنلاحظ أنه كلما زادت قيمة ن بلا حدود فان قيمة ۷ ىہ تزداد بلا 


حدود» وبالتالی فل" يمكن أن تقترب من عدد دود ез‏ ذلك فإن هذه التتابعة متباعدة 


یمکننا تعميم الفقرة (أ) من ا مثال السابق في النظرية التالیة : 
نظرية (۲ -۳): 


المتتابعة [ا.] والتي فیها ا. = ح حيثح ثابت لجميع قیم ده متقاربة وغل ار -ح . 


رن .همه يه 
أنيت النظرية ۲ب *) ‚ 


8 
2 е 


أيضًا لدينا النظرية الهمة التالية : 
Ы‏ وة :)٤-۲(‏ 


لتكن [۱.] » (ب.] متتابعتین متقاربتين حیث : نها ار = » نها ىر = ك عندئذ : 


0 مت 


(1) التتابعتان [ ار + ب] » (ار - ب)] متقاربتان وتکون نها (1. ± ب ) - ل ±ك . 
сое‏ 


(ب) التتابعة ]! ә‏ [ متقاربة وتکون نبا ا نا ل٠‏ . 


оо6-0 


(<) إذا كانت ك © صفرا و سر 6 صفرًا. لجميع قیم ‏ عندئذ فان المتتابعة تک 
ان 


متقاربة وتکون نها о‏ 


ача. 


لتکن )1( متتابعة متقاربة نهايتها ل ولیکن > ثابتا حقيقيًا باستخدام النظریتین (۲ -۳)) 
(4-۲) آثبت ما يلي : 


(۱) التتابعة }> +۱ ] متقاربة وهایتها < + ل . 
(۲) التتابعة }> ١‏ ] متقاربة ونهایتها .ل . 


(۳) نفرض اده * صفرًا لجميع قيم ده؛ ل < صفر فان التتابعة (۳] متقاربة ونهانتها > . 
)٤(‏ التتابعة [- ] متقاربة ونبایتها صفر. 


е 


آثبت أنه لاي эде‏ طبيعي ٴ ولاي ثابت حقيقي ح تکون التتابعة [ -7] متقاربة إلى الصفر . 


2000 > "۶ً 20 


الآن نفرض صحة ذلك عند ۴ = أي نفرض أن التتابعة [ ج] متقاربة إل الصفر وستثبت 


صحة ذلك عند »© = + ۱ أي سنثبت أن التتابعة ڑچ متقاربة إلى الصفر باستخدام 


النظرية (4-۲) فقرة (-) نجد أن : 
> \ > \ > | 
ای "у‏ غل (чочо)‏ < [خا )1106 )25 )] - ١‏ . - صفرا . 
والبرهان قد اکتمل بالاستقراء الریاضی . 
Е‏ 5 ۳ له ۲ یداد ۳ 
ادرس Ен‏ حيث ا - 2222727 
نلاحظ أولاً أنَّ : 


۳ (с-г 
ү 


موس ای جح у‏ سين 
[حر) حیث != حت ولکن كلا من [ب .]؛ [حر] متقاربة لانه من النظریتین (۲--۳) ء 
(4-۲) والثال السابق فإ : 
مل بح نيا ۳+ پا ےد 0 = ۳ +۰ ۳-۰ وکذلك 
نها حر = نيا ۷+ ناگ - نا = ۷ وینتج لدينا من النظرية )٤-٢(‏ فقرة 
(ج) أن المتتابعة [ اه ] متقاربة وتکون : 


| ے ہے ےہ “ےی = د 


~ > ۷ 
رسمه .همه له 


أخيرا نورد النظرية الهمة التالية : 


(оү) نظرية‎ 

لتکن »١‏ س» ح ٠ء‏ ال أعدادًا حقيقية موجبة بحیث ح > ۶4۱ < ۱ عندئذ . 

(۱) لاي عدد طبيعي © فان التتابعة ] متقاربة إلى الصفر . 

7۶7 متقاربة پل зал‏ لتابعة متباعدة یل ما لا ае‏ . 
(۳)إذا کان ب > ل > . فان التتابعة [ (ي)“] متقاربة إلى الصفر بینم التابعة ((7-)“] 


متباعدة إلى ما لا نہایة 


| га 
. ا تتابعة )9( متقاربة إلى الصفر آما التتابعة [-] فهي متباعدة إلى ما لا نهاية‎ )٤( 


البرهان : 


لقد أثبتنا (۱) في المثال (۲ -۱۷). ولإثبات (۲) نلاحظ آن : < > ۱ > یوجد عدد ے > ٠‏ 


نه ә)‏ - ۱ 
+٢ =»,‏ س جه جع (Нл)‏ برع \ + نمه اد 


دوہ ہر (استخدمنا مفكوك ذي الحدين ) =« > > رم 


| 
سے وت رہ یٹ 


زادت ىہ لذلك فان قيمة ر تقترب من الصفر كلم| زادت ىہ وعليه فان де:‏ سح صفوا 
أا نلاحظ أن ده > م о‏ ابوه > امو ن.. ولکن التتابعة [1دت] تزداد بلا حدود 
مع ده وعلیه فهي متباعدة إلى ما لا نهاية وحیث إن اح“ > اع به فالتتابعة [ا <”] تتباعد إلى ما 
لا نہایة أيضًا . 
کے ہہ 
С”)‏ = اح" ولكن من (۲) فا التابعة 57 = С)‏ متقاربة إلى الصفر بينم المتتابعة 
اح“ [ (ل) ] متباعدة إلى ما لانهاية 
تدریب (۷-۷) 
آثبت ا جزء )8( من النظرية (о)‏ 
(اقتراح : ضع ح = واستخدم الجزء (۲)) 
مثال ۱۹-۳0( 


ا عام ۰ لام 2 ۵* 
ادرس تقارب التتابعة [/] حیتا = ےہ تہ 
درس رب بعه 8 حيسم أن £ хү + үх‏ و۱۳۰ 


لاثبات (۳) ضع < = عندئذ < > ١وبأخذ!‏ - ١‏ ینتج أن : ( 


سس 


Е) хз) “о _ '‏ | گر 
(JX) ۰‏ +۲<ه) 
۰ج +۳ 
сарт‏ 


2 


وباستخدام النظریتون (4-۲) (оү),‏ نجد آن: 


۳+ (٩ 


° сое -. ۱ 


EXE o б: 


ادرس تقارب التتابعة 


теу + ухо –‏ 
vu‏ سم بخ ۱۴۸۷ لج كا اله 


غارین Ү)‏ = %( 
في كل ما يلي اکتب الحدود الأولى للمتتابعة غير ا منتھیة (ا ,] العطاة ثم توقع نہایتھا إن 
وجدت وأثبتها باستخدام التعریف ССА)‏ 


ә 


2 غا‎ ШО) 
۱ - ہ٣‎ 
راو و‎ 
\ +" 
о 


ادرس تقارب المتتابعة المعطاة 3 کل ما یل Р‏ 


۳ بن + ۲ 


05 == ۵ 


(4) ]| حیث | = 


(е)‏ ۱.] حیث ١‏ = ۷ ده + - ان 


{ш „Чч‏ سے اس سر 
پر + ۱ - ۷ ده 
1 0 یه + ۱ ٣‏ نہ 
(۷) [ا,] حيث треш ۳ ) = ١‏ 


ANE TRT 

аа _‏ شی 

е ——= ۰‏ سے 
“7 تا (ео) (еер‏ 
= \ 

(eu Oot), * ۳ 


: التسلسلات غير المنتهية‎ ٩-۲ 


تعریف (۲ -۱۰۰) 


)15 كان لدینا متتابعة [] غير منتهية فان الجموع غير النتهي ج: ار ہت 


یسمی متسلسلة غير منتهية حدودها هي |؛ 1 » له - - - اه »سس 
ونکتب ج : ٤‏ : 
نه > \ 


١ 
إذا كان لدينا المتتابعة (ا.] حيث ١ر = > فا هي التسلسلة غير المنتهية ج والتي‎ 
حدودها هي : ا؛ 8 لق س ہے سے سے سے‎ 


۱ ۱ ۱ ۱ 
ے پوس ЕИ‏ کور ОШ ТШШ‏ 
а \ \ \ \ \‏ شم ۱ 
С _‏ تسم ۳ د ج ~ – لم بب +4 کے جو . کے ہے ۰ Ренеа‏ 
بح رر و وجح سر جا آوج: ک س 


نه = ۱ 


لعل الطالب يتساءل ماذا تعني التسلسلة غير المنتهية؟ وهل المجموع غير المنتهي له قيمة 
محددة؟ وكيف نجري عملية الجمع في هذه الحالة؟ 


وا جواب يعتمد على نوع المتسلسلة غير المنتهية وطبيعة عناصرها حيث یمکن في بعض 


الحالات إيجاد قيمة محددة للمجموع غير المنتهي وفي حالات أخرى لا يكون هذا المجموع معنى 
ولناقشة طریقة التمييز بین هذه الحالات نحتاج إلى التعریف التالي : 


تعریف (۲ -۱۱): 

لی ااا ВЕСЕ‏ 5 ا عدف لاي عدد طعي وا 
الجموع الحزئي حر للمتسلسلة ج بأنه : حر دل + + + - - +ل أي أن: حر هو 
مجموع الحدود الأولى من ج والتى عددها ہ. 


تعريف (۱۲-۲) 

л) а ораи ولنشگل‎ CS 
[>] حدودها هي الجامیم الجزئية حر للمتسلسلة غير النتهية جعندئذ : إذا كانت‎ 
: متقاربة وها النهاية ل فاننا نقول إن ج متقاربة وجموعها هو ل ونکتب‎ 


>= ی | دل 
له М‏ 


آما فی حالة أن }> ] متباعدة فنقول إن التسلسلة ج متباعدة ولیس لما مجموع . 


e 5 ۶ ۳ А 7 ۱ 29 7 а 
ناقش هل التسلسلة ج: چ حب متقاربة أم لا؟ وفي حالة أنها متقاربة فأوجد مجموعها.‎ 


الأول -- وأساسها سل لذلك من النظرية (У)‏ 


وباستخدام النظرية )1 - (е‏ ينتج لدينا : 
واد رود یا مه د وس ےھ ا 
أي أنَّ متتابعة الجامیع الجحزئیة [ح.] تقاربية ونهايتها هي ۱ . لذلك فان التسلسلة ج تقاربية 


ومجموعها هو: 


со 
۱ 
. ۱-2 + ج = ی‎ 
۱ = ند‎ 


1 (-۳)۱" متقاربة آم متباعدة . 


۱ = 4 


а „з‏ عن عع عاض 
ونلاحظ عندما تكون به زوجية فان : 
ہک ری سار تع در وت 


= ( - ۱) +(۱-۱) + - - - + (۱ -۱) = صفرًا بنا في حالة ده فردية فان : 
ہگ سج جح سی 


јене = ۱۲ = (۰‏ 
= | س س ا د ہے ۱ 

أي أن الجموع النونی حر في التتابعة }> { يأخذ القیمتین ۱۰۰ بالتناوب مهما زادت ىہ لذلك 
فالمتتابعة [ح]متباعدة وبالتالي فان المتسلسلة ج متباعدة ولا يوجد ها مجموع . 


١ 

أثبت أن التسلسلة ج: < KET‏ متقاربة وأوجد مجموعها . 

ا ان ا د سے ید تالق 
ود ال نه (نه + \( ә‏ ره+ ١‏ 
١ ١ ١‏ 

(че OT Түхү үхү с>” 

(к= KS етет رسب رھ ڑج‎ = 
صنو‎ (е) ненне (ге н(е е (е) а أي‎ 


۱ 

43 2 = ۱ وت ۲ 

\ И 

لذلك : نها حر عن а‏ و وٹ 


۱ >» Фе а 
١ أي آن [ح.] متقاربة ونهايتها ۱ وعلیه فان ج متقاربة ولدینا: ج - رک ربج‎ 
ها يؤول‎ -١ فنلاحظ أن ج متقاربة وأن الحد النوني‎ (ТЕТ) «(ТҮ у) لو تأملنا في ا ثالین‎ 
: \ 7 ۱ e e 
۱ ان (كيف؟)‎ Де = Ае = у 16 ما لا نہایة أي ان‎ И» إلى الصفر عندما تؤول‎ 


يعاق الشال СҮТ Т)‏ فان ج متباعدة з‏ النوني اه لما هوك ۱ ولا تساوي 
الصفر . 
وني الواقع فانه یوجد ارتباط بين تقارب التسلسلة ونهاية الحد النوني ها كا في النظرية التالية : 


:)٦-۲( نظریة‎ 


إذا كانت التسلسلة ج: ار متقاربة فان نها | 


۱ = 


со 


بين باستخدام النظرية (1-۲) أن العلا جس: Г‏ سپ تباعدية + 


۱ = ~) 


5 1 نه 5 
حيث إن آي ١ ә‏ فلدينا 
{ = 25 = 
бү) о ЖО, E ‚ЖЫЙ ч‏ ( 
= ۱ سی ۱ 5 
کی ہے و ر 


لذلك فان ج ليست متقاربة (كيف ؟) . 


ملحوظة(۲ -1) : 


إن عكس النظرية (۲-) غير صحيح فقد تکون مل أن = صفرا ومع ذلك فالتسلسلة ج 
تباعدية کما في المثال التألي : 


۲+۲ ۱ ۱ ١ ж ЖО. ЖАШ 
6 ۲ > Tw FY e ۲ < ۲ = بس و‎ ны 
از اڈ = > < ما ل‎ РТ. کے تددم لو‎ ) = а 

“ШШШ «зге =т= کے ہو و‎ а 

ү+» ТУ 

فان حا > ۲ 


التسلسلة ج متباعدة. 


۱ ۳ ۱ +۲ 
في الثال السابق أثبث بالاستقراء الرياضي أن: رد > سب ۱ 


۳ 7 2, Й 
+ = ١ أثبت أنَّ المتسلسلة کار حیث‎ 


ره" - ۱ 


تباعدية . 

(اقتراح : أثبت أن !„ > واستخدم المثال السابق) . 

إذا نظرنا إلى المتسلسلة غير المنتهية الواردة في المشال (۲ (ҮҮ‏ فنلاحظ أن حدودها تشكل 
متتابعة هندسية غير منتهية أساسها + وهذا يقودنا إلى التعريف التالي : 


عرف (۲ ۰ ۱۳) 
لیکن لدینا الساسلة چ: اک ۱" حیث ۱ ОАО‏ عندتذ تسمي ج متسلسلة 


= ә 


هندسية غير منتهية حدها الأول ١‏ وأساسها ى 


:)۷  ۲( نظرية‎ 


e Lg ١ يعي رها الأرل‎ Еа СЗС 
5 ۱ = ә 


۱ 
ج متقاربة إذا وإذا فقط كانت | |< ۱ وني هذه الحالة فان ج = را رنہ 


البرهان : 


а а)‏ ۱ 1 اس ت إن و یام ام النظرية (۲-۲) ينتج أنَّ: 
اعم ЖИЕ‏ ام" 
١ Ки‏ - ہس ٠‏ نی \ ھی 
(е 1.)‏ 
ورس „єт‏ \—_ - مس 
۱ |“ 
е 2 ۰ =‏ 
-١‏ مس 598 5 (کیف؟) 


آما فی حالة ١‏ <| | فملاحظة آن : 


امه - 1 - حر л)‏ ) وحیث إن [م”] متباعدة من النظرية (۲ - ۵) فان [ح.] متباعدة 
أيضًا؛ لأنه لو كانت )> [ متقاربة فمن النظرية (۲ -4) ینتج أن [>.] أيضا متقاربة وهذا غير 
صحیح 
أخيرا نترك للطالب إثبات أنه في ا حالتین م = + ۱ فان حر متباعدة وبالتالي جمتباعدة 


أثبت فی ا حالتین م = + ۱ أن حر متباعدة 


ناقش فیم| يأتي هل التسلسلة ا هندسية العطاة متقاربة أو لا ؟ 


واذا كانت متقاربة فأوجد مجموعها . 


© жое 


8 & \ \ 
(أ) حيث إن الأساس م = + فإن| | - ج ١<‏ وبالتالي من النظرية (۷-۲) فان 
о 1 ۱ 2.‏ 
جمتقاربة وجموعها ج - سم 7 т‏ پ . 


о 


(ب) لدینا م- ٤‏ > ۱ وبالتالی فان ج متباعدة 


ү 


۲ 


۱ ۱ ۱ 


(۱) آوجد مجموع التسلسلة اللاہائیة : ۱+ ب + سب + سر سس . 


)0( ناقش في إذا كانت التسلسلة العطاة متقاربة أم لا ؟ وإذا كانت متقاربة فأوجد 


. جموعها‎ 
ОЎ O (1) 
۱ оо 
a < (ب)‎ 


اا ا 
ارين (۲ - ۵) 


في التمارین من (۱) إلى )4( أوجد المجاميع الجزئية الخمس الأولى للمتسلسلات الآتية 
ومن ثم أوجد المجموع الجزئي حر لكل متسلسلة : 


== سب‎ + + ۱+۳: )۲( ...+ү+#+\+ү-„ш>(\) 
.)*۱-(+۷ © Зе ج=‎ )0( 
: إلى (۹)ء أوجد مجموع المتسلسلة المعطاة إن أمكن‎ (о) في التمارین من‎ 

а (у #‏ تاد 
٥‏ ى (). ا کک 

оү = DE гә => 
DEO OEM Cr 2 0 


غارین عامة 
له + ۱ 
)١(‏ اكتب الحدود الخمسة الأولى من المتتابعة [۱, ] حيث ا, = 
له 1 
اله -۲ 
(۲) اکتب الحدود الأربعة الأولى من المتتابعة [ ل] حیث ا ١-2)1-(-‏ بر 


(ہ -۱)۱ 


(۳) اکتب الد النوني |. للمتتابعة «У‏ ۰۵ ۰۱۱-۰۸ ۰۱ 


: اکتب ا حد النوني ا للمتتابعة‎ )٤( 
٥ $ سس‎ 


ج ص 
١‏ ۱« ۲ اک ۶ ۳ 


ثم ادرس تقارب هذه المتتابعة А‏ 


)٥(‏ كم عدد الأوساط الحسابية اللازم إدخاها بين -4 ٢‏ ۲۰ بحيث يكون مجموع المتسلسلة 


كمية الإنتاج بأطنان القمح بعد تسع سنوات . 


(0) بدأ مصنع لعصير الفواكه عمله بإنتاج ٠٠٠١‏ لتر من العصير في الأسبوع على أن يزيد 
الإنتاج بمعدل ۸۲۵ كل أسبوع . فاحسب эде‏ الأسابيع اللازمة حتی يصل الإنتاج إلى 
۰ , لترثم احسب مجموع الإنتاج الكلي خلال هذه الأسابيع . 

١ - 


(۸) احسب ہایة التابعة (۱.] حيث1. - ل . 


(۹) آوجد الحد العام للمتتابعة : 


Е “ту, ۷» ۷ 


(۱۰) أثبت أن المتتابعة (۱,] حيث ار - ل متباعدة . 
( لاحظ أن ۲= (۱ + ۱" > 92295( 


(۱۱) ابحث تقارب ا تتابعة ]!,{ حيث: 


!| -جاست ط) . 
له + ۱ 


(۱۲) أثبت أن المتسلسلة :5‚ (—ух‹‏ متقاربة وأوجد مجموعها . 


\ - ۳ن‎ 
۱+ ۲۵۸ \=д 


(۱۳) آثبت أن التسلسلة ج: متباعدة . (لاحظ نهاية الحد النونی) . 


النهایات والاتصال 


١ - ٣‏ الدوال ا حقیقیة. 

۲-۳ بعض خواص الدوال ال حقیقیة. 

۳ - ۲ الفهوم الحدسي لنهاية دالة حقيقية عند نقطة. 
٤-٣‏ بعض خواص النهایات. 

о - ۳‏ حالات عدم التعيين. 

٦-٣‏ بعض النظریات على نہایة دالة. 

۳ - ۷ اتصال الدالة عند نقطة. 

۸-۳ الاتصال في فترة وخواص الدوال التصلة. 
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э‏ ف ۳ نت «ح_ 
۱-۳ الدوال الحقيقية : 
نذكرك فيم يأتي ببعض الشُور التعلقة بالدوال ا حقیقیة (على سبیل الراجعة) : 


تعریف (۱-۳) 


الدالة ال حقیقیة هي الدالة التي فیها کل من الجال والجال القابل مجموعة جزئية من 
مجموعة الأعداد ا حقیقیة . 


معنی التعریف أن التطبیق د : سه ے صم يسمى دالة حقيقية ]15 كانت كل من سو صد 
مجموعة جزئیة من جموعة الأعداد الحقيقية ۰2 وكا تعلم من قبل : 
تُدعى الجموعة سد نال الدالة د و الجموعة صد Ше‏ القابل» ونقول إن د معرّفة على م . 
كما أن لكل س 3 ¬ یوجد عنصر وحید في عد نرمز له بالرمز د (س) ونکتب ذلك : 
ص = د (س) وتسمّى هذه قاعدة الدالة؛ ویسمّی س التغیر الستقل و ص التغیر التابع . أمّا 
مدی الدالة فهر الجموعة }| ص 3 ×: ص = د (س) » س 3 س ] 
ملحوظة (۳ -۱) 
في أثناء دراستنا للدوال ا حقیقیة سنعني بمجال الدالة د» الجموعة [ س 23 : د (س) 
معرّفة] У.‏ محال الدالة ИА‏ ضیرع چوا ین ع تکون فیها الدالة معرّفة. СЇ‏ مدی 
الدالة د فسنعني به أكبر مجموعة جزئية من ح عناصرها قیم للدالة آي: [ ص ٠3‏ : 
ص = د(س)؛ س 3 ع ود (س) معرّفة ] . إلا أنه في بعض الأمثلة قد نحدّد جال الدالة د 
بمجموعة جزئية معينة من [ س 3 ع : د (س) معرّفة ] . 
وفيا يلي عرض لأهم الدوال ا حقیقیة التي ستقابلها كثيراً في هذه الدراسة؛ علا بأ الكثير 
منها هي من معلوماتك السابقة : 


(۱) الدالة الغابتة : 


وقاعدتها: د (س) > ١‏ لکل س 3 ح حیث اعدد حقیقی ثابت . (۱-۳) 


شکل (۱-۳) 


‘<f 


۰ < | 


جال الدالة الثابتة = ٤ء‏ ومداها = [۱1]. 

.)۱-۳( هندسيًا خط مستقیم يوازي الحور السيني كما في الشکل‎ ШЙ, 
: دالة التطایق‎ )۲( 

قاعدتها د(س) = س لکل س 3ح (۲-۳) 
مجال هذه الدالة = «Е‏ ومداها = 2 М)‏ إذا غرَفت 
على مجموعة جزئية من © فتکون هذه الجموعة 
الجزئية هي الجال) . ویمثلها هندسیّا خط مستقیم 
یمر فی نقطة الأصل وینصف الربعین الأول والثالث 
كما نی الشکل (۲-۳). 


(۳) دالة الدرجة الأول : 


قاعدنها : د (س) = اس + ب 
لكل س د ۱۰ ب ثوابت من خ »۶۱« 
صفراً. (۳-۳) ال دالة الدرجة الأول 
ДИР‏ ومدی دالة الدرجة الأولى = ٠‏ 
ویمثلها А‏ خط مستقیم میله اویمر في 
النقطة (۰ » ت) . کا في الشکل (۳-۳). 


في الدالة ص = اس + ب: 


(۱) ماذا ينتج في حالة | = صفرا؟ 
(۲) ماذا ينتج في حالة ۱ = ۱ وب = صفرا؟ 
(۳) ماذا تقول عن العدد ۴۱ 


: دالة الدرجة الثانية‎ )٤( 

قاعدتها: د (س) = اس' + ت س + ح لكل س د ع (4-۳) ٤‏ بح وابت من 
ә ٣‏ 

إن المنحني الذي یمثل هذه العادلة» كا تعلم» هو قطع مک‌افن محوره يوازي الحور 
الصادي . سے ٤‏ د 629( وتتحدد فتحة هذا القطم حسب إشارة 
ا (معامل س") على النحو التالي : 

(۱) تکون فتحة القطع إلى أعلى إذا كان > صفر. 

(۲) تکون فتحة القطع إلى سفل إذا کان < صفر. 

انظر الشکل (۵-۳) 


(о) شکل‎ 


مجال هذه الدالة = ع . 


مدى هذه الدالة = | د جج оо‏ ( إذا كان | > صفرء 


مدی الدالة = ) -مم .3=( ] إذاكات! < صفر. 


في الدالة (- 4 ) 
(۱) ماذا ينتج في حالة != صفرا؟ 

(۲) ماذا ينتج في حالة اب = صفراً؟ 

(۳) أوجد معادلة عور التناظر وارسمه على الشكل (۵-۳). 


۳ ال الا للدالة: د (ب )ےی "دوي ٩+‏ ثم عق کلا من Ще‏ ومداها . 
سم المنحني البياني س) < س هس ۱۳ نم من 


هذه الدالة من الدرجة الثانية فالعادلة من الشکل ص = اس" + ب س + < والنحني 
الذي يمثلها قطع К‏ حوره يوازي المحور الصادي: وحيث إن ۱ - ۱ > صفرہ إذن فتحة 
القطع ا ИЖИ‏ تكون إلى أعلى . 
نوجد أصفار الدالة بوضع د (س) = صفراً 
س' - هاس ٩+‏ = صفراً جه (س - ۲) (س - ۳) = صفرا 
چ س5 ۲ اوس ٠٭‏ ۲ 
ثم نوجد نقطة رأس النحنی : 


а „ ل‎ ыж _ 
32 1۲ 


سپ پا ۱۲ 


۲ 


0-0 )+ ام 


٥ 
уш ومحور التناظر:‎ 


نأخذ بعض النقط حول نقطة الرأس مثل : 
س = ۰۱ س = ٤‏ ونوجدها: 9 
د(۱) = ۵-۱ + = ۲ 
ү= (+)‏ 
ونکمل الشکل العام للمنحنى كا في الشکل СЪ)‏ مستفیدین من التناظر ولعلك تلاحظ 

آن مجال د ها 
(о)‏ الدالة كثيرة حدود : 
لعلّك تذکر دوال کثیرات الحدود التي تعرّفت علیها في الصف الثاني الثانوي» ورأيت حینذاله 

الشکل العام ها : 

Е:‏ سج بحیث لكل س 25 فان: 
هر + وی هه يرال ہیں اس ال 


وهی كثيرة ال حدود من о) оа,‏ دك » ار د ح* ء بينا: ا أل ۱.۰۰ (вэ‏ 


ين یا من الدوال الآتية دالة كثيرة الحدود» ثم сле‏ درجتها : 


(إشارة مقدار جيري : 

نتوقف الآن عن سياق عرض بعض الأنواع الرئيسة للدوال ا حقیقیة لنورد طريقة إیجاد الجال 
لبعض هذه الدوال : فلو طلب منك إيجاد مجال الدالة د (س) = پاه(س)» فان شرط تعریف 
هذه الدالة - کیا تعلم - هو:ه (س) > ٠‏ وهذا ما یقودنا إلى أهمية دراسة إشارة مقدار جبري : 

| - إذا كانت ه(س) = اس + ب. فان الشرط اس + ب ك ٠‏ يقودك إلى متب‌اينة من 
الدرجة الأولى» وقد سبق لك دراسة ذلك في ال مرحلة التوسطت وفی الصف الأول الثانوي . 

آوجد جال كل من الدالتین : 

= 
(۱) د (س) = ۲۷س ٥-‏ دز - لو 


( شرف وا ای 0 ка‏ 


فیکون» وا حالة هذه مجال الدالة : [- ء (оо‏ 
۲ 
(۲) شرط التعریف : م > . مع س + ١غ‏ ۰ سے س - ۱ 
س + ۱ 
ولعلك تلاحظ أن إشارة الکسر الوجود نی الطرف الأيمن من التباینة تتعلق بإشارة كل من 
بسطه ومقامه ونحصل على إشارة الکسس وبالتالي حل المتباينة» بواسطة الجدول الآتي : 


فیکون مجال الدالة العطاۃ : соо-)‏ -۱) را (۰۱ (оо‏ 


وهذا ما يوضحه الرسم الآتي على خط الأعداد : 


دهم انت 


-.2 


معرّفة ۱ غير معرّفة -۲ معرّفة 

بت اذا „вш‏ > اس ای اعت (۵-۳) فان الشرط اس" + م س + ح > ٠‏ 
يقودك إلى متباينة من الدرجة الثانية بمتغتر واحد في ح وهذا يستدعي دراسة إشارة القدار 
(۵-۳) (حيث !ا .»بح آعداد حقيقي س متغيّر حقيقي )» وهو کا تعلم 


(نی الصف الثالث التوسط) ثلائي ا حدود من الدرجة الثانیةء وسوف نکتبه بالشکل الآتي : 
انی ۴ ماس + اس + (тнт‏ 


نه 


ү. _ “ду. =. =” ү {= 
С ате 
+ جے عم م«‎ )]! = 
جا‎ 1 ү 9 
: الحالة الأول‎ 


۲ 
> 7 ب 


ДШ‏ = ںا - ٤ا‏ < ۰ سے 4 اح - نا > . وبلتی: تچ > ۰ وحیث إن 
(س + 7)' موجب أو مساو للصفر Әр‏ القدار داخل القوس الکبیر من العلاقة (1-۳) 
موجب لکل س 3٤ء‏ وعلیه р‏ إشارة القدار اس" + ب س + < موافقة لاشارة | (معامل 
س). 

الحالة الثانية : 

المميز ف = ب" - 4اح = ۰۰ تصبح العلاقة (1-1) على الشكل : 

اس" + ب س + < = | (س + © ) ولکن (س + ۳" )' موجب مالم تكن س < - پر 
(حيث يساوي الصفر) فتكون إشارة القدار اس" + ب س + ح موافقة لإشارة امن أجل جميع 
قيم س الأخرى . 

ا خالة الشالشة : 

المیزے = ب" - 4اح > ۰۰ وهذا يعني - كما تعلم - أن للمقدار (۵-۳) جذرين ہما: 


Г = „ү. мр 
Е! 13 
: ولعلّك تلاحظ أن العلاقة (1-۳) تكتب بالشكل‎ 
تار ن"- ع اح‎ 
اش‎ — 
н) ای‎ | = 
ч эш, = (س‎ [ 
А ә А س‎ 
با‎ = == {= 
ЖЕРГ الس‎ т е 
پاش‎ эж دن + پاش‎ 
و بے تج سے ےج ہے سب‎ = 
( 2 (س 5 ) (س‎ 
(=) (س - لد,) س‎ | = 


فلو اعتبرنا ل, < ل, لأمكن التعزف على إشارة ثلائي ا حدود حسب قیم س الختلفة كا يأتي : 
)\( إذا كانت س < ل, < ل, فان (شارة کل من (س =“( (س - ل,) تکون سالبة» وعلیه 
تکون إشارة حاصل الضرب (س - ل,) (س - ل,) موجبة . 
(۲) وكذلك: إذا كانت سن > لب > ل, فان إشارة کل من : (س - ,)» (س -.ل,) تکون 
موجبة» وعلیه تکون ]52 حاصل الضرب موجبة أيضاً. 
ونلخص الفقرتین (۰)۱ (۲) بقولنا: 
«إن إشارة حاصل الضرب موجبة لکل س < ع ۸ س # [ل, ؛ ل,] وبتعبير آخر: لكل قیم 
س الواقعة خارج فترة الجذرين [ ل,» ل,] ء وبالتالي فإن القدار : اس" + ب س +< 
= ا(س - ل,) (س - ل,) تکون إشارته مثل إشارة ا . 
(۳) آما إذا كانت ل < س < لب فإن إشارة حاصل الضرب کرت سالبة . 
وبالتالي فإِنَ إشارة اس" + ب س + ح = ١‏ (س - ل,) (س - ل,) تکون مخالفة لاشارة ۱. 


٤ؤ‏ س التي تجعل القدار اس" + ب س + ح مساویاً الصفر - إن 
وجدت - فان إشارة هذا القدار تکون ماثلة لاشارة انی جميع الحالات» إلا إذا کان هذا 


القدار جذران» وکانت س تنتمی إلى الفترة الفتوحة الحددة میا » فان إشارة القدار تکون 
مخالفة لاشارة |. 


ادرس إشارة کل من : 


() -۳س"+س -۱ 


4 + س' - 4س‎ (Ы) 


۲ 


)=( ۲ دم اس 

() مه - ۱ - ۱۱-۶۱۲ ИК‏ فتکون |ٍشارة القدار دوا كل ٍشارة | = -۰۳ سی 
أخبا سالبة . 

(ب) 2 = ١١-1١5‏ = ۰ يوجد جذر واحد (مكرر )ل < ل, = ۰۲ المميز يساوي الصفرء 

فالقدار س" - 4س + > = ۰ لقيمة س = ۰۲ وإشارته تكون مشل إشارة | - ۰۱ أي 

(ج) يصبح المقدار بعد ترتيبه : - 7 س"- ° س + ۳ 06 = ۹ المميز موجب » والحذران ل > 

є م‎ ١ 
فیکون القدار -۲س" - هس + ۳ سالباء (أي إشارته مثل إشارة - -؟)‎ E 


5 5 5 5 ۱ ” 
لقیم س التي تقع خارج فترة الجذرين» اق عندما:س > -۰۳س > ү‏ ويكون موجبا 
(آي إشارته خالفة لاشارة ) لقيم س الحصورة بين الجذرين» أي عندما 


з \‏ ۲ 
—>„>ү-‏ ۰ ونوضح ذلك فی ا حدول الاق : 
Ся а‏ ی 


= 


оо — = 38 مه‎ + С^ 
с ۰ + ۰ = إشارة: ۳ - هس -۲س۲‎ 

ونمثل ذلك على خط الأعداد کالاتي : 

إشارة ۳ - هس -۲ین۲ - - - صفر + + + + + صفر - - ساد 


оо - ۳- 1 2 مه‎ + 


۲ 

استعن بحل الثال (۳-۳) لإيجاد محال کل من الدوال الآتية : 

() د(س) = لو (-۳س" + س - ۱) 

(-) د(س) = ۷س" - ٤‏ س +4 »ه(س) = لو (س" - ۶س + )٤‏ 


(ح) د(س) = ۳۷ - هس ٢‏ س" + ھ(س) = لو(” - هس - اس") 


ہے 

(أ) بالرجوع إلى الفقرة (أ) من حل الثال (۳-۳) فإن: -۲س" + س ١-‏ < ۰ لكل س 9٦ء‏ 
وبالتالي تکون د(س) غير معرّفة على Ше,‏ - © . 

(ب) بالرجوع إلى الفقرة (ب) من المثال (۳-۳) فإن: س' - ٤س‏ + 4 = «من أجل س - ۲ 
وهو موجب لكل س 3 أي أن د(س) معرّفة لكل س 3 ح فمجاها = ٤‏ »أما ھ(س) 
فان еше‏ - [ ۲ ] لأنها غير معرفة عندما س"- ٤س‏ +4 = ٠‏ كما تعلم من 
خصائص اللوغاریتم . 


(ج) بالرجوع إلى الجدول السابق فإن: د (س)مجاها [-۳ جک ٤ھ(س) Ше‏ (-۳ 06 


حدّد مجال كل من الدوال الاتية : 


)1( د(س) = ۷س ؟- هس +5 (ب) د(س) = لو(س' - هس 1( 
(ج) د(س) =“ + س (د) د(س) > لو(س" + س + ۱) 
СА)‏ د(س) ک۷ س К‏ بين ١>‏ (و) د( اکل( ۴س *)) 


: ) دالة القيمة الطلقة ( دالة القیاس‎ (У) 


وتعرّف بالقاعدة 


س ا کانت س > ۰ 
د(س) ساد 


جال دالة القیاس = ح وحیث د(س) -|س| 


إن|س|ک صفراً لكل س 3ع оў‏ 
مدی دالة القیاس = [۰ ۰ )۰ ә,‏ 
بیانیا کا في الشکل (۱۰-۳). 


7 مثال  )0-۳(‏ شکل (۱۰-۳) 
آعد تعریف کل من الدوال الآتية лез‏ جال كل منها ومداها : 
( )| س ے ۲ 
(ب)|س - ۲|+۳ | 


(ج) |س" - هس + | 


٩ ү ۳ f о 2 841‏ ۶ 
(i)‏ س - ۲ إذا كانت س > ۲ شكل (۱۱-۳) 
اس ۲٣‏ |= 
الجال < 2 ٠ ۰[ = әй‏ ١٥)ء‏ انظر الشکل (۱۱-۳). 


اس جح 


۲ 2 من ۴ ۳ دا کانتاسی‎ А 


| س + ۱ ذا كانت س > ۲ س 


الجال =ح. الدی <[۰)۰۰۳ انظر الشکل (۱۲-۳). شکل (۱۲-۳) 


(ج) نفرض أن د (س) = س" - ٥س‏ + ٦‏ 

د(س) = صفراً © س"- هس + ٦‏ = صفراً ب 

(س - ا(س = ۳) صقرا 

۳ = أو س‎ ۲ = „оз 

ومن ذلك نستنتج بسهولة أن : 

د(س) > صفر لكل س 3 ع - (۳۰۲) (من خارج فترة الجذرين [۰۲ (ГҮ‏ 

د(س) < صفر لکل س 5 (۰۲ ۳) (س محصورة بين الجذرين) . 

ویمکن قثيل إشارة د(س) على خط الأعداد كما في الشکل (۱۳-۳). 

ҮҮ ۳ оо +‏ ۲ - مه 


)۱۳-۳( ب 4۾ چ + ج شکل‎ +++ („ЬШ 


سس - هس + ٦‏ إذا كانت س < ۲ 
اس = ا د غ, من ٤ض‏ ھی 42 إذاكانت ۷ 3 یر و ٣‏ 
بير" - هس ٦٦+‏ إذا كانت س > ۳ 
والشکل (۱4-۳) يمثل منحنی هذه الدالة . 


Ше‏ - ح لأن الدالة دالة كثيرة حدود في الفترات الجحزثیة من مجاها . (لاحظ أن الدالة نفسها 
ليست كثيرة حدود) . 


.(оо с] = الدی‎ 


۳ ۱ ۲ ۳ + 


ТАРИЗ De 


أعد تعريف الدالة الاتية وعین Ше‏ ومداها . 


а ۳‏ دي | 
صن 


۱-2 „ш (1+ (س‎ > 


س - ١‏ إذا كانت سن کا 
اس - -|١‏ 


۹ س إذا كانت س ۱2 


نمثل هذه الدالة على حور الاعداد ا حقیقیة فنجد أن : 


إذن: 


1 إتاكايث ۱ خرس ۱۵ 


0 اذا کال اش < 
سس لذا کانت س 5 ۱ 


الشکل (۱۵-۳) یمثل بیان هذه الدالة . 
مجال الدالة = ح لأن الدالة دالة كثيرة 
حدود 5 الفترات ا حزئیة من محا ا 


м” 


‚(соо \]= الدی‎ 


: الدالة الأسية‎ (Л) 
: كذلك نذكرك بالدالة الأسية التي تعزفت عليها في الصف الأول الثانوي‎ 


نعريف (۲-۳) 


|ذا کان! دح" -[ ۱ ] وکان о‏ تطبیقاً من رت جح ا 
ا حقیقیة الوجبة) з‏ بالقاعدة : 


)۰-۳( зле 


فإن ىم تسمّى الدالة الاسية للأساس 1. 


Стаде 
пое ра М ١ تمن‎ а 0 
. هو ع. أي أن الأس عدد حقیقی (س 3 ع)‎ ә الدالة‎ ЈЕ )۲( 


(۳) إذا کان ! = ه الأساس الطبیعی = ۲۷۱۸۳ فیکون ۵, (س) = هت هی الدالة الأسية 
الطبيعية التی غالبا ما یشار إليها بالعبارة «الدالة а Ху‏ . 


)٤(‏ نری من التعریف (۲-۳) أن ا ۱ لاه عندما = ١‏ نجد: (н) о‏ = ۱ وهی دالة ثابتة 
ويمثلها خط مستقیم يمر بالنقطة (۰ )١‏ ويوازي الحور السيني . 
(о)‏ الدالة 2 (س) = ص = ا تمر بالنقطة (۰. .)١‏ 


(5) الدالة الاْسية وام موجبة ОУ‏ جانا المقابل هو ع* والدالة ۱" من نوع التقابل . 


ارسم الدالة ص == У‏ وعن حا ا ۰ 


نکون الجدول الآني باختیار قيم مناسبة للعدد س وحساب قیم ص : 


انظر الشکل )19-7( 
Ше‏ - = . 

СЕ = القابل‎ Ше 
„(о » +) الدی‎ 


)4( الدالة اللوغاريتمية : 

ذکرنا سابقّا أن الدالة الأسية ص ا“ حيث !د *-[۱]» س 3٤ء‏ هى دالة تقابل من 
مجموعة الاعداد ا حقیقیة إلى مجموعة الأعداد الحقيقية الوجبة . ولذا فان هذه الدالة ها دالة 
عكسية تسمی الدالة اللوغاريتمية . تعزفنا علیها أيضاً في الصف الأول الشانوي ونوردها على 


تعریف (۲-۳) 


إذاكان 2381 2 ۰ ۱ [ »فان : 


ص لوس © اس ۶ )1-1( 
والرمز لو س يُقرأ لوغاريتم س للأساس 1. 
ويلاحظ في الشكل (۱۷-۳) أنه بالتناظر حول الستقیم ص = س لنحني الدالة ص ۔ ۳۱ ۰ 
Шр‏ نحصل على النحنی البياني للدالة اللوغاريتمية س = اس ج ص - لو س . 
ویلاحظ كذلك ЭЙ]‏ الدالة اللوغاريتمية Ше‏ هو ح* Ше,‏ القابل هو ع أي أن : 


Ели‏ © زس کا ص ٭ لوس 


К 
се) 
з“ 


شکل (۱۷-۳) 


التمثيل البياني للدالة : ص = لو س - لوس » س > ۰. 
е‏ 
كما في الشکل (۱۸-۳). 


شکل (۱۸-۳) 


من دراستنا للدالة الأسية واللوغاريتمية نستخلص أنَّ كلا منهما دالة عكسية للأخرى؛ وهذا ما 
رأيته في الصف الأول الثانوي . 


0 7 7 ' 'ییاه‪۹ەه)/ 
Уга‏ نہ \ ( 
(۱) أعد تعریف کل من الدوال الاتية وارسم النحنی البياني ها : 
(۱) د(س) - اس - |١‏ 
(ә)‏ م(س) |س - 6|+ ۳ 
(ЈЕ (=)‏ ٤س‏ - | 


е сле )۲(‏ کل من الدوال الاتية : 


(۱) د(س) = (ح) ف(س) - باس" آس 77 


(ә)‏ م(س) = ١۷‏ - س (ء ) ه(س) = ۷ (س + ۲) )9 - س) 


(۳) ارسم النحنی البياني للدالة 
درس اس = ]نی ۲۰۳۱۳۰۴ 


(4) حدّد الفترات التي تكون فیها کل من الدوال الاتية موجبة أو سالبة مع تمثيل ذلك على 
خط العداد . 


(ب) ہ(س) = (ه - س) (س - ۱) 
)٥(‏ ارسم الدالة ص = ٣‏ وعین Ше‏ 
(1) ارسم الدالة ص = لوس وعيّن ‚Ше‏ 


: بعض خواص الدوال ا حقیقیة‎ ٣ 

(۱) الدوال الدوربة : 

نورد قيا ياق مراجعة لا تعلمته حول هذا الوضوع فى الضف الثانی الثانوی : 
دور ше‏ جو € 8 5 


)٤-۳( تعریف‎ 


نسمّی الدالة د ا معرّفة على ح دالة دورية ذات دور ! إذا كان | أصغر эде‏ حقیقی 


موجب بحیث : 


د(س + ) > د(س) لكل س دج 


نعلم أنَّ : 


جا (ھ + ۲ط) = جاه لكل СЭ А‏ 


جتا (ه + ۲ط) - جتاه لكل ه د ع 
وعليه فان الدالتين جاء جتا دوريتان ودور كل منھما يساوي ۲ط لأنهها تحققان العلاقتين 
أعلاه ولا يوجد эде‏ حقيقى موجب أقل من ٢ط‏ يحقق هاتين العلاقتین . 

وفي الأمثلة الاتية سنقدّم التمثيل البياني لماتين الدالتين . 
ارسم المنحني الذي يمثل الدالة : 

Ъ 
8 2 ص = جاه حیث.۰< ه‎ 
: من دراستنا السابقة نشکل ا جدول الآتي‎ 


ص- حاه 


г. 3 
٤ ۲ 


شکل (лау)‏ 
لاحظ أن قيمة الدالة جاه هي الاحدائي الصادي للنقطة ‏ على داثرة الوحدة وآن هذا 
الاحدائي یتزاید تدریجیا من صفر عندما تکون ھ = صفراً (أي عندما تنطبق ده على !) إلى ۱ 
عندما تصبح ھ = (أي عندما تنطبقده على <). وہذہ الطريقة نکمل النحني على الفترة 
эшэ,‏ برسم كل نقطة عليه على نفس ارتفاع النقطة الناظرة ها على دائرة الوحدة . 
که 
ارسم النحني الذي یمثل الدالة : 


ص = جاع حیث 3٤‏ 


نتبع أسلوب المثال السابق ونحصل على الشکل (۲۰-۳). 


شکل (۲۰-۳) 
)\( لحني الدالة ص - جاه محصور في الفترة - ١‏ ے سن 2ے ۱ وهذا یتفق مع کون مدی 
دالة ا جیب هو [-۰۱ 1 


(۲) هذا المنحني یکرر نفسه خارج الفترة ۰٠ھ‏ < ۲ط» بحيث يمكن ا حصول على بقية 
شکله بواسطة انسحابات بمسافة اط أو مضاعفاتها إل الیمین أو الیسار. 


ارسم منحتي الدالة : 
ص = جتاس , -۲ط 2 س 2 ٢ط‏ . 


E 5‏ 55 ۰ 
سبق أن علمنا أن جتاس = جا( >" + س) » ولذلك يمكن رسم منحني ال جیب ثم سحبه 
في الاتجاه السالب لمحور السينات مسافة جح والنحني сл‏ الشکل (۲۱-۳). 


شکل (۲۱-۳) 


استنتج الرسم البياني لدالة جیب التمام بواسطة دائرة الوحدة كا فعلنا بالنسبة لدالة ال جیب . 


У جاه‎ _ ×١ 
جتاھ‎ 
вд 
۷ط -اط 4ط - قوط‎ Ыт ط /ط ط > لط لط -۲ط رط‎ ь اط /لاط اط‎ РЕ 
۲ ۶ ۲۱ ۶ ۶ ٣ 1 & { ۲ 


شکل (۲۲-۳) 


الشکل (۲۲-۳) يبين الشکل البياني لنحني دالة الظل ولعلك تلاحظ أن النحني یکرر نفسه 
بعد مسافة مقدارها ط من الیمین أو الیسار (لاذا؟) . 


(۲) الدوال الز وجية والدوال الفر دية : 


تعریف (0-۳) : 


: الدالة د التي جا ما ف تسمی دالة زوجیة إذا كان‎ )١( 


774 د ээ‏ 
)٢(‏ الدالة د التي Ше‏ ف تسمی دالة فردیة إذا كان : 
د(-س) = -د(س) لکل س 6 <س 3 ف . 
ملحوظة( 1-۳ ) 
(۱) النحني البياني الممثّل للدالة الزوجية یکون متناظراً (متماثلا) بالنسبة لحور الصادات بمعنی 
واقعة على النحني كذلك . انظر الشکل (۲۳-۳). 


مرح 


~ منحني الدالة : 
د(س) س۲+ ۱ 


شکل (۲۳-۳) 


(س ۸ ص) 


Сте) شکل‎ 


(۲) النحنی البياني الممثّل للدالة الفردية یکون متناظراً (Эй)‏ بالنسبة لنقطة الأصل بمعنی أنه 
إذا کانت النقطة (س, » ص,) احدی قط منحنی ادا الفردية فان Ьа‏ 
(-س, » <ص,) تکون إحدى نقط المنحنى كذلك . انظر الشکل (۲-۳) . 
ویکون متناظراً (متهاثلاً) بالنسبة لنقطة | إذا آمکن اختیار النقطة اعلى النحني بحیث لو دار 

النحني في مسنو يه بزاوية مقدارها ۱۸۰ وفي أي اتجاه فإنه یعود إلى مکانه السابق دون أي إزاحة . 


: من الدوال الاتية فردية وأیہا زوجية‎ СА 
(ا) د(س) = س“ جتاس‎ 


() د(س) = ظاس عل الفترة )--7 ). 


)>( د(س) = س" - ٣س‏ + ۲ 


د(-س) = (-س)*جتا(-س) 


س“ جتاس 
3 د(س) 


إذن د دالة زوجية» ӘУ‏ د(س) = د(-س) 


(ب) د(س) = ظاس » س و (- 2 ,= ( 
د(-س) = ظا(-س) 
= - ظاس 
= - د(س) 


إذن د دالة فردیةف ӘУ‏ د(-س) = - د(س) . 
(ج) د(س) = س" - لاس +۲ 
د(-س) کی + اس + ۲ 
-د(س) = а‏ + ٣س‏ = 
أ آن د ليست زوجية ولیست فردیة: ОЧ‏ 
د(-س) ۶ د(س) 5 د(-س) ٭ -د(س) . 
ملحوظة (۳ - (е‏ 
لاحظ أن كثيراً من الدوال ليست فردية ولیست زوجية . 


(۳) الدوال الطردة н‏ 


لدراسة اطراد الدوال نقدم التعریف الآني : 


تعریف )1-1( 


نفرض أن الدالة د معرّفة على ف دع 


)\( قول إن د مصرايدة عل ف إذا تحقق 
الشرط : لكل س » س, د ف 


س, < س, = د(س,) < د(س,) 


() نقول إن د متشاقصهء عل ف إِذا حقق 
الشرط : لكل من » س, 3 ف 


س, < س, کے د(س,) = د(س) 


في الفقرة (۱) من التعریف أعلاه إذا كان د(س,) > د(س,) فتسمی الدالة د متزايدة فعلاً. 
وق الفقرة (۲) من التعریف. |ذا كان د(س,) > د(س,) فتسمی د متناقصة فعلا. 
ولبحث أطراد دالة نحدّد الفترات من Ае‏ والتی تکون کہا الدالة متزايدة أو متناقصة . 


في الشکل (۲۵-۳) النحني البیانی 
لدالة معرفة على فترة [اء ت]. 


لاحظ في هذه الدالة أنها متزايدة في Ба‏ 


الفترة [اء و ]» متناقصة في الفترة [و ۰ ه] شكل (мот)‏ 
ثم متزايدة في الفترة [ه » ب]. 


ابحث اطراد الدالة 


د(س) = س٠ ١‏ لكل س 5 ع 
ا حل: 


نفرض أن س, » س, فی © » س, <س,. 


إذن: د(س,) Е‏ د(س,) 
= لسن ۱) - (س - ۱) 


(ит) Еа 


(оо » ۰[ في الفترة‎ )١( 

س, < س, 4 س؟ < س" من خصائص الاعداد ا حقیقیة الوجبة 
> د(س) - د(س,) < صفر من (У-Ү)‏ 
> درس ) < (о)‏ 
سے د متزايدة نی ]+ (оо‏ 

(انظر الشکل (۲۲-۳)). 

(۲) في الفترة оо)‏ +[ 


бү: 
س, < س ک4 س > س (لماذا؟)‎ 


= د(س,) - د(س,) > صفر من (۷-۳) 
= د(س,) > د(س,) 
کے د متناقصة في оо-)‏ . ۰] 
(انظر الشكل .))۲٢-٣(‏ 
ملحوظة )1-7( 
لكل س, ۰ س, 3 ع » س, < س, » ن3 ط فان : 
(۱)س, > ۰ »س, > ۰ س < س 
| س > س إذا كانت ن زوجية . 
(٢)س‏ ,< ۰۰س <. م , А‏ 
س < س, )5| كانت ن فردية . 


)%( الدوال الحدودة : 


تعریف (۷-۳): 


نقول О]‏ الدالة د التي مجاها ف محدودة من آعلی إذا وجد эле‏ حقيقيل بحیث : 


د(س) عل لکل س Э‏ ویسمّی العدد حذًا علو ا للدالة د. 


تعریف (۸-۳): 
نقول إن الدالة د التي Ше‏ ف محدودة من آسفل إذا وجد эде‏ حقيقي ۲ بحيث : 


درس - یاه اه 


لاحظ أنه في التعریفین (۷-۳)»  )۸-۳(‏ یشترط أن تکون ل أو ۲ منتمية لدی الدالة د. 
عين ما إذا كانت الدالة : د(س) = “اس + ۲ محدودة من أعلى ومن أسفل فی الفترة [۰۰ ۲]. 


لکل س 3 الجال [۰۰ ۲] فإن: 
۰ 2س 72 هب ۲<۰س 2 0 


۸ < ۲+ س٣‎ < ۲ < 


د محدودة من أسفل بالعدد ۲ (أو أي عدد آصغر من ۲) )۱( 
=« 
د محدودة من أعلى بالعدد ۸ (آو أي عدد آکر من ۸) (۲). 
(۱) یعنی أن كل عدد حقیقی آصغر من ۲ بعد АЛ‏ حدّا غاا للدالة بالاضافة إل العدد ۲ 
مثل الاعداد ۰۱,۷۵ ۱,۵ 1٩‏ و۰۱ . 
(۲) یعنی ОЙ‏ کل عدد حقیقی آکر من ۸ يعد أيضا حدّا علویّا للدالة بالاضافة إل العدد ۸ء 
مثل الأعداد 1 ЕА МОА‏ .عق . 


وواضح من هذا ШЫЙ‏ أن ا حد العلوي أو الحد السفلي للدالة د قد ينتمي وقد لا ينتمي لدی 
الدالة د الذي يساوي [۰۲ ۸]. 


تعریف (۹-۳): 

نقول О]‏ الدالة د التی جالما ف محدودة إذا كانت محدودة من أعلى وکذلك محدودة من 
آسفل . ۱ 

التعریف )٩-۳(‏ يعني أنَّ د تکون محدودة إذا وجد عددان حقیقیان ٥٤‏ ۲ بحیث : 
۲ د(س) 2ل لکل س دف (А-1)‏ 

وني هذه الحالة فان : 

|د(س)|<ك لکل س دف )٩-۳(‏ 


حیث ت = آکبر (|د|ء| ۶| ) 
e у‏ 5 { ۱ 07 
ابت أن الدالة د(س) 15 س + محدودة في الفترة [-٤ء .۲٢‏ 


تجد بسهولة أنَّ مدی هذه الدالة < [-۵ ۰ ДҮ‏ 

ع د(س) ээ „| т>‏ =« محدودة من أعل. 
د(س) > -ه لکل س ذف © د محدودة من آسفل . 

أي أنَّ د محدودة حسب التعریف (4-7) . 

تدك تلاحظ ان -۰ 2 د(س) 2 ۳ لکل س اف 

فهي إذن محدودة حسب الشرط (۸-۳). 

ولایجاد ك > ۰ التي تحقّق الشرط (۹-۳). 


د معرّفة بشرط س > صفراً جه مجال د [۰ (о:‏ 
كما أنَّ مدی د = [۰ ۰ م) . 

هذه الدالة محدودة من أسفل لأن : 

د(۰) = ۰ 2 د(س) لكل س 3 [۰» هه) = ف. 


ولکن الدالة ليست محدودة من أعلى لأنه لا يوجد эде‏ حقیقی د, بحیث : د(س) < ل 
لکل س دف = [۰: مه) . д5!‏ د لیست محدودة حسب التعریف (۹-۳). 
أي أن | جاس|< ۰۱|جتاس|<۱ لكل سدح 


وهذا یعنی أن كلاً من دالتى ا جیب وجيب التام محدودة في ح . 


۴ 
т 


إذن: د حدودہ . 
(انظر الشكل (۲۷-۳)) . 
ولعلّك تلاحظ هنا ӘЙ‏ د لن تبلغ حدّها العلوي . 


ء © ۲ 2 
ыз‏ ان الدالة د(س) E‏ جاس ؛ سو < 0 محدودة باعتبار ان Ше‏ هو [ „(со ¢ ٠‏ 
س 


۲ 
|جاس|‎ ет 11695) 


> М 
۱< اس | لأن |جاس|‎ 


„(оо ٠[3 لكل س‎ ١ > لأن ۱+ س‎ ү> 


إذن د محدودة فی [۰۰ .)٥‏ 


آثبت أن الدالة : 

د(س) ‏ س" - 4س + ۳ محدودة على [۱ ۰ ۲]. 

د(س) = س" - ۶س +2۳ (س - 0۲" - ۱ بإكال ا مربع بالنسبة إلى س 
لکل س 3 [۰۱ ۲] فان : 

ری ۲2 جه ۲۳۱ وس ۰ ۲۰۲۵۷۲ 

» 2 ۲ بين‎ 2 реж 

سج .لج ۲ من ٢2‏ بالضرب < (-۱) 

=« ۰ ۲(2 -س)۲ ۱2 بالتربیع 
РЫБЕ‏ ۶۱:2 ۱ 
(т=ш= ИЛ . АРЕ‏ 
© -۱ 2 د(س) 2 ۰ 

< د محدودة على [۱ „ГҮ‏ 


تخارين ( ۲۳۲ ۲ 
(۱) بين أي الدوال الاتية زوجية وأيها فردية : 
(أ) د(س) = س + ه (ب) م(س) = باس۰+ و 
(ج) ه(س) - تست (د) ف(س) = س|س| 


СҮ)‏ ارسم منحنی الدالة ص = جاس حيث س 3٢ء‏ -۲ط 2 س > ۲ط. وعلى الشکل 
ал‏ سب سج سس جج БҮ‏ <2 س > ٢طء‏ ثم ارسم 
منحنى الدالة ص  -‏ جتاس على الشكل نفسه . 


ابحث تزايد وتناقص الدوال الآتية على الفترات المبينة أمام كل منها : 


)وی ات مس 84 لكل س 3 : 
(5) د(س) = س |س | لكل س 3 ح. 
(о) (3)‏ س ۲ لکل س 2 : 
(۷) د(س) = اس - ۳| لكل бэ‏ 
(۸) د(س) = جاس لكل س Да ١13‏ 


لكل من الدوال БАЙ‏ ابحث هل هي حدودۃ أو لا ؟ 


وس )9 اس ۶ ۶ عفن ۲ : 


(۱۱)د(س)۶ مس - ؛ -21 س 2 ؟ . 
(۱۲) د(س) = (س + )+ » -۲ 2 س 2 ۲. 
(۱۳) د(س) = (س - ۵-۳0۳ ؛ ۳ 2 س о>‏ 


о 
. ۰ سكت جتاس + س گا‎ (69) 
س‎ ۱ 
۲ 
که‎ ——— = 


۲ 
یی پا ہہ لکل س 53 : 


۳ - ۳ الفهوم ا حدسي لنهاية دالة حقيقية عند نقطة 
نعالج في هذا البند» بشکل حدمي ومن خلال الامثلة» مفهوم النهاية لدالة حقيقية عند 
نقطة . هذا الفهوم يشكل ركيزة أساسية لا غنی عنها لدراسة بقية الأبواب في هذا الکتاب . 


لتکن الدالة د المعرّفة بالقاعدة: د(س) = ٢س‏ - ۱ والطلوب دراسة سلوك الدالة د عندما 
تقترب س من القيمة ۲ دون أن تساویها . 


جال الدالة د(س) = ع 


عندما تكونس قريبة من العدد ۲ ولکنها غير مساوية ل ۰۲ Әр‏ ا جدول التالي يبي لنا قيمة 
الدالة د عندما تقترب س من العدد ۲ من الیسار أي من خلال قیم أقل من ۲ : 


EK 


аса‏ امہ اس السا 


الجدول :)۱-٣(‏ عندما تقترب س من العدد ۲ من اليسار أي بقیم متزايدة . 


نظ آن قيمة الدالة د لاب من Д за Р УДАЙ‏ وذلك بجعل قیمق سس (س < ۲) 
قريبة من العدد ۲ بقدر كاف . 


انظر الشکل (۲۸-۳). 


شکل ( ۲۸-۳) 


نلخص الاستنتاج الذي توصّلنا إليه بقولنا : 
О)‏ العدد ۲ هی ШШДЕ‏ هعندما ثثارت س من العدد ۶ من جھةالیسار 
ونعتر عن ذلك رياضيًا بالصورة : 


نها د(س) = نها (۷س -۱) = ٣‏ (۱۰-۳) 


٢ے‎ 


من ناحية أخدرى الجدول التالي يبي لنا قيمة الدالة د عندما تقترب س من العدد ۲ من 
اليمين» أي من خلال قيم أكبر من ؟ : 


КЫБАЛ‏ جا جا لكت صا 


س ]ماب اب اپ ام 


ا جدول :)۲-٣(‏ عندما تقترب س من العدد ۲ من الیمین أي بقيم متناقصة . 


نلاحظ ОЇ‏ قيمة الدالة د تقترب من العدد ۳ بقدر ما نرید وذلك بجعل قیمة س (س > ۲) 
قريبة من العدد ۲ بقدر كاف . انظر الشکل (۰)۲۸-۳ في هذه ا حالة نقول إن العدد ۳ هو نهاية 
الدالة د عندما تقترب س من العدد ۲ من جهة اليمين» ونعبر عن ذلك رياضيًا بالصورة : 


حيار د(س) = (от)‏ ۳ (۱۱-۲) 


س ۲ 

من (۱۰-۳) و (۱۱-۳) نلاحظ أن نهاية الدالة دهعندما تقترب س من العدد ۲.من جهة 
الیسار أو جهة اليمين تساوي ۳. 

وفي هذه ا حالة نقول О]‏ نہایة الدانة د عندما تقترب س من العدد ۲ موجودة وتساوي ۰۳ 

نها د(س) = نها (اس ۳-۱ 


۲ جن‎ її.” 


ولعلّك تنفهّم ما نقصده بقولنا إن س -> ۲ (من اليمين أو من الیسار) وذلك بالرجوع إلى 
تمثيل هذه القيم على خط الأعداد أدناه : 


٠ ١ ۲ ү 
السا‎ © : |. 

ل ү фы‏ س 

(أي بقيم متناقصة) (أي بقیم متزایدة) 


لنعتبر الدالة العرفه کا يلي : 


د(س) = 


مجال الدالة د(س) = عء لاحظ Л‏ د(۲) < ۱ . 

والآن نود أن ندرس سلوك الدالة د عندما تقترب س من العدد ۲ من جهة الیسار. من أجل 
ذلك انظر دول (۱-۳) ستلاحظ ОЇ‏ قیمة الدالة د تقترب من العدد ۳ بقدر ما نرید وذاك 
بجعل قيمة س قريية من العدد ۲ بقدر كاف . انظر الشکل (۲۹-۳). 


إذن نهاية الدالة د عندما تقترب س من العدد ۲ من جهة الیسار (س > ۲) تساوي ۳ آي ОЇ‏ 


نها د(س) = نها (т)‏ (۱۲-۳) 


س م۲ س ے٢‏ 

وبالشل إذا آردنا دراسة تصرف الدالة د عندما تقترب س من العدد ۲ من جهة اليمين» 
زس > ۲) انظر الجدول (۲-۳) ستلاحظ أن قيمة الدالة د تقترب من العدد ۳ بقار ما نرید» 
وذلك بجعل قیمة س قريبة من العدد ۲ بقدر کاف . انظر الشكل (۲۹-۳) . 


إذن نہایة الدالة د عندما تقترب س من العدد ۲ من جهة اليمين (س > ۲) تساوي ۰۳ أي آن : 
بہت 5( = о)‏ - ۳-۱ (۱۲-۳) 


(۱۱۳) و (۱۲-۲۳)تاهحظ أن 


نها د(س) = نها , د(س) = 


س ۲۲ س ۲ 


لتكن الدالة د المعرّفة کیا یل : 
8 - یں ۵ س < ١‏ 
درس ) = 
س ٢٢ء٢‏ س> ۱ 


محال د = ع - [۱] 


وبالتالي فان الدالة د معرفة على يمين الواحد الصحیح مباشرة وأيضاً على يسار الواحد 


الصحیح مباشرة . انظر الشکل (۳۰-۳) . 
والان نود أن ندرس تصرف الدالة د عندما تقترب س من الواحد الصحیح من جهة الیمین . 


من أجل ذلك نکون جلو 


تأخذ فيه س القیم ۰۲ ۰۱,۷۵ 


,\,о‏ ۱و۵ ۱ رف 


ЕЛА‏ ہے وتحسب في گسل 
حالة قيمة د(س) المناظرة 


مستخدمين في ذلك القاعدة : 


درس ل" 


فنحصل على الجدول التاني : 


SES 0 -2 


الجدول (۳-۳): س تقترب من الواحد من اليمين (أي بقيم متناقصة) . 
من هذا الجدول ينضح ما يلي : 
إذاكانت سن > Оа) 1,١‏ ١١ر‏ ) فان د(س) = ۲ وه 


وإذاكاتت س ۱,۰۱ (أي آن س - ۰۱-۱ ,۰) فان د(س) - 4 = بورع 
„шш,‏ ۱ ۱ ۶ ره ورس ع > ое‏ 


ومكذا یتضح أنه یکن جعل الفرق ین د (س)» ٤‏ ضغرا بقد رما نرید وذلك باختیار الفرق 
о”‏ - ۱ صخرا ضفرا اسا ومرجا: وہمعنی نی آخر فإننا نستطیع أن نجعل د( ей >) ы]‏ 
صغراً كافياً وذلك بجعل القيمة س - ۱ صغيرة وموجبه . 


في هذه الحالة نقول إن الدالة د تقترب من ٤‏ عندما تقترب س من الواحد الصحیح من جهة 
اليمين (آي بقیم تتناقص باتجاه الواحد الصحیح) . 

وبالثل إذا آردنا دراسة تصرف الدالة د عندما تقترب س من الیسار من الواحد الصحیحء 
فاننا نکون جدولا تأخذ فيه س القیم ۰ ۰ ۲۵ ره ٠,0‏ ۰,۷۵ ۹ری ۹۹ 
9۹ء ... ونحسب في کل حالة قيمة د( س) الناظرق وذلك باستخدام القاعدة 
٥ = Б‏ - س فنحصل على الجدول التالی : 


И р. 


اون ( ۷د : س تقترب من الواحد ه و الیسار )60 بقیم متزایدة) 


وٍذا کان ۱ - س = ۰,۰۰۱ فان د(س) - 4 ۰۰۱ . 


توت لوا س) - ؛ یمکن جعلها صغيرة بقدر مانشاء» وذلك بجعل الفرق 
۱- س صغرراً وموجباً. 


ومکذا یتضح أنه یمکن جعل القيمة الطلقة | د(س) - > | صغيرة بالقدر الذي نریدء وذلك 
بجعل | س - ۱ |صغيراً بقدر كاف . لذا نقول إن الدالة د تسعی نحو العدد ٤‏ عندما تقترب قیم 
المتغیر س من الواحد. أو نقول إن نهاية الدالة تساوي العدد ٤‏ عندما تقترب قیم متغیرها س 


من الواحد . 

نمثل ذلك بالرمز : لها د(س) - 4 
مثال )= чә‏ 

لنعتبر الدالة المعرّفة كا يلي : 


مجال د = ع - ]١[‏ 


الصحيح مباشرة . انظر الشکل (۳۱-۳). 


والآن نود أن ندرس تصرف الدالة 5 


د عندما تقترب س من الواحد : 
الصحیح من جهة الیمین . 

من أجل ذلك نکن جدوا 
تأخذ فيه س القیم ٢ء‏ ۱,۷۵ 
УЕА ТЕ‏ 


... عورأو‎ ١ع‎ ٦ 


ونحسب في كل حالة قيمة د(س) الناظرة مستخدمن فی ذلك القاعدة د(س) = س + ۲ 


فنحصل على الجدول التالي : 


>[ مك كا اك لكك هس 


2007 


الجدول :)٥-+٣(‏ س ۱ من اليمين آي اس > ۱+ 
من هذا ا جدول یتضح ما يلي : 
اذا کانت س ,= ۱,۱ (آي أن سن ۰,۱-۱) فان د(س) - 4 ۶ ۲ ,۰. 


وإذا كانت س = ۱,۰۱ (أي أن س - ۱ -۰,۰۱) فان د(س) - 4 = ۰۲ ,۰. 

В]‏ كانت سس ۱ ۱2۶ ва‏ فان د( س ےت جک نی 

وهکذا یتضح أنه يمكن جعل الفرق بین د(س) > ٤‏ صغیاً بالقدر الذي نرید وذلك بجعل 
القيمة س - ۱ صغيرة وموجبة . 

وبا مٹل إذا آردنا دراسة قيمة الدالة د عندما تقترب س من الواحد الصحیح من خلال قیم أقل 
من الواحد الصحیح ШЭ‏ نکون جدولاً تأخذ فيه س القیم бож 0 ٠‏ ۵ ۷۵ 6 
قر ,‘° 6 999 6 و »۰ ۰ ونحسب في کل حالة قيمة د(س) الناظرة وذلك باستخدام 
القاعدة د(س) - ۳ - س فنحصل على الجدول التالي : 
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اللندول(-5):. س -> ١‏ من الیسار آي: س ه ١‏ 


: ۶۱۶ ۲ = )س(لونإف)٠ي‎ ١ = سس‎ = ١ كاتس ۹-2 ٭ (أى أن‎ Ы 


وإذا كان 1 -س кожа‏ فان دارس ے ۲ ۱ و3 

وإذاکان ۱ - س ۰,۰۰۱ فان د(س) - ۲ = ۰,۰۰۱ . 

وهکذا یتضح أن د(س) - ۲ یمکن جعلها صغيرة بقدر ما نشاء وذلك بجعل الفرق ١‏ - س 
صغيرا وموجبا . 


نلاحظ مما تقدم أنه عندما تقترب قيم التغیر س من الواحد عن اليمين فان قیم الدالة د تقترب 
من العدد 4 ء وعندما تقترب قیم التغیر س من الواحد عن الیسار فان قیم الدالة د لا تقترب من 
العدد ٤‏ بل تقترب من عدد آخر هو العدد ۲ . من أجل هذا نقول : لیس للدالة المذكورة نهاية 
عندما تقترب قیم متغیرها س من الواحد . 


لنعتبر الدالة المعرفة كما يلي : 


مجال الدالة د(س) = ح 


الدالة د معرّفة عند الواحد الصحیح وقیمتها = ۲ أي أَنَّ د(۱) = ۰۲ ومعرفة على يمين الواحد 
الصحیح مباشرة وأيضاً على يسار الواحد الصحیح مباشرة . انظر الشکل (۳۲-۳) . 


(РҮ) شکل‎ 


بدراسة تصرف الدالة د عندما تقترب س من الواحد الصحیح من جهة اليمين حسب ال جحدول 
(۵-۳) نجد آن د(س) تقرب من العدد ٤‏ ویکون: 


نهل د(س) = نها (لاس +۲) = : 


س < س ے١‏ 


بالثل إذا أردنا دراسة قيمة الدالة د عندما تقترب س من الواحد الصحيح من جهة الیسار 


انها د(س) = نها -(۳ - س) = ۲ 
نستنتج من هذا المثال أنَّ النهاية غير موجودة لأن النهاية من الیمین لا تساوي النهاية من 

السا . 4 ا : ۰ ٠‏ 

لیسار عند الواحد الصحیح؛ أي أن : نک د(س) ع نها د(س) 


\<- 


لنعتبر الدالة العرفة كما يلي : 


۳ - س 1 س < ۱ 
د(س) = 


٢س‏ ۲ 6 سكا 
هذا الخال ما هو إلا المثال )۲٦-٣( 3 (То)‏ إلا أن الدالة معرفة عند الواحد الصحیح 
وقيمتها = ٤‏ . 
وكذلك معرّفة عن يمين الواحد الصحيح مباشرة وعن يساره . انظر الشكل (۳۳-۳) . 
فبدراسة تصرف الدالة عن يمين الواحد الصحيح وكذلك عن يساره حسب الجدولين (0-7) 
)من آن اا غر уза‏ لأن : 


نهر د(س) - 4 ہہ د(س) < ۲ 


من ۱ 


(тты) شکل‎ 


من دراستنا للأمثلة السابقة نستنتج أنه : 


في ا مثال (۲۲-۳) النهاية موجودة وتساوي قيمة الدالة . 

وفي الثال (۲۳-۳) النهاية موجودة ولا تساوي قيمة الدالة . 

في المثال (۲-۳) النهاية موجودة والدالة غير معرفة عند س = ۱ . 

في المثال (۲۵-۳) النهاية غير موجودة والدالة غير معرفة عند س = ۱ . 

في المثال (۲۲-۳) النهاية غير موجودة وقيمة الدالة تساوي النهاية من الیسار. 

بینم| في المثال (۲۷-۳) النهاية غير موجودة وقيمة الدالة تساوي النهاية من اليمين . 

نلخص النقاش السابق كا يلي : 

() إذا كانت القيمة د(س) تقترب من العدد ل عندما تقترب س من النقطة امن الیسار فإننا 

نکتب : 
نها د(س) - ل 


س ا 
(۲۲|ذا كانت القيمة د(س) تقترب من العدد ل عندما تقترب س من النقطة ١‏ من اليمين فإننا 
€ 
تھا د(س) = Ј‏ 


سے ا٭ 
(Ў)‏ إذا كانت القيمة د(س) تقترب من العددل عندما تقترب س من النقطة امن الیمین والیسار 
فإننا نكتب: 


الها د(س) = ل 


بامکاننا الآن صياغة التعریف الحدسى التالي : 


تعريف (۱۰-۳) 

)15 كانت الدالة د معرفة على الفترة الفتوحة (ب » ح) باستثناء النقطة |3 (ب » =( 
التي قد لا تكون الدالة د معرفة عندها فإننا نقول إن للدالة د النهاية ل عندما يقترب 
متغیرها س نسو افیا ذا كان من المکن جعل | د(س) - د | صغيراً بقدر ما نريد وذلك 
باختیارس - ۱ |صغيراً بقدر كاف . 

نکتب ذلك بالشکل: 


| عندما س سح‎ ЕЕ د(س) = ل أو ليد آو‎ эъ 


ез "‏ 4 
(۱) آوجد نها т.‏ مستعملا جدولین مناسبین . ارسم منحنی الدالة . 


س ۳ ۳ 


| ۷ ۲س لقيم س > ۲ 
(۲) أوجد نها د(س)اذا ЕЕ‏ س لقيم س 


عن ٣‏ '!- 
س ۳ ١‏ ا لقيمس < ۲ 


س لقيم س 2 ۱ 


مثل برسم بيان الدالة . 


فا هي 


اس درس ۱ © 


ملحوظة ( ۳ - ۷) 
یمکن أن نستنتج من التعریف (۱۰-۳) وما سبقه من أمثلة أنه : 


١‏ )إذا کانت نها د(س) ٭, فإننا نسمّی ل 0 یمنی للدالة ذ. 


+ 
س ےا 


)1( |ذا كانت نها د(س) = ك, فننا نسمی لد نهاية يسرى للدالة د . 
الہ ۰ 


(۳) تکون نہایة الدالة د عند س = ١‏ موجودة إذا وفقط إذا كانت کل من النهاية الیمنی والنهاية 
الیسری للدالة عند س = موجودتين وکانت هیا القيمة نفسها . 

)٤(‏ إن قيمة ШЫ‏ عند س = الا تلعب أي دور في وجود نہایة الدالة عند ۱ فقد تكون الدالة 
غير معرّفة عند ا ومع ذلك تكون نہایتھا عند ا موجودة کا في المثال (۲-۳) والتمرين 
الأول من التدريب (4-۳). وقد تكون الدالة معرّفة عند ا ولكن نہایتھا عند ا لا تساوي 
قيمتها عند اک نی المثال (۲۳-۳). 

نہایة الدالة عندما یسعی متغيرها نحو اللانهاية : 
بحيث تكون أكبر من أي عدد سبق تعيينه» وکذلك : نقوم بحساب نهاية الدالة د(س) عندما 
تستمر س في التناقص (بدون حدود) بحيث تكون أصغر من أي عدد سبق تعيينه . 

في الحالة الأولى نقول إن س تنتهي إلى ما لانهاية» ونكتب : س ے оо‏ 

وئی ا حالة الثانية نقول إن س تنتهي إلى سالب ما لا نهاية» ونکتب: س ے - هه . 


لنعتبر الدالة د المعرفة بالقاعدة : 


онї 


= د(س)‎ 
۱ + ы 


انظر الشکل (۳-۳) 


۲ 
۲سر 
> (س) = ۲ 
”© 


ا حدول (۳ - ۷ : س تتزاید بلا حدود . 


من هذا ا جدول نلاحظ أنه بازدیاد قيم س الوجبة فان الدالة تقترب قیمتها من العدد ۲ . 


أي أنه عندماس = 4 فان الفرق بین ۲ والدالة د(س) يساوي ۳ وعندما يكون 
7 ۲ 
س = ١٠٠فإن‏ ۲ - د(س) = ۹ھ 


وهكذا فإنه یمکن جعل الفرق بين ۰۲ د(س) صغيراً بقدر ما نريد وذلك باختیار س كبيرة 
کراً کافیاً. ونعتر عن ذلك بأن نکتب : 
نها د(س) = نها „ые.‏ = 
س + همه ы‏ + س +۱ 
والآن لنفرض أنَّس تاخل القيم ۲-۰۱-۰۰ -۳ ع ۵ ۱۰ елен‏ 
تم ..‚ أي أنَّ س تتناقص بغير حدود خلال القيم السالبة فتكون د(س) المناظرة 
معطاة في ا جدول التالي : 


الجدول (۸-۳): س تتناقص بلا حدود . 


وكا سبق فإننا ناحظ أنه کلم ازداد تناقص قيمة س في الاتجاه السالب فان قيمة الدالة د(س) 
تقترب من القيمة ۰۲ ویمکننا جعل الفرق بین ۰۲ د(س) صغيراً بقدر ما نرید إذا أخذنا س 
صغيرة بصورة كافية في الاتجاه السالب. ونعتر عن ذلك بأن نکتب : 


تعریف (۱۱-۳) 

(۱) إذا كانت الدالة معئفة عل الفترة )1 « (оо‏ نقول إن للدالة د النهاية ل عندما 
يقرب متغيرها س نحو ٭ ۰ فی إذا کان من المکن جعل | د(س) - ۵| صغیراً 
جدًا بالقدر الذي نریده» وذلك باختیار س كبيرة جذا بقدر كاف . 

= 5 
Ј С ونکت‎ 


(۲) )15 كانت الدالة معرفة على الفترة (->> » ب)» نقول إن للدالة د النهاية ۲ 
عندما يقترب متغيرها س نحو- ‏ » 23 إذا كان من المکن جعل | د(س) -۴/ 
صغيراً جدا بالقدر الذي نریده وذلك باختیار س صغيرة جدًا (س < ۰) بقدر كاف . 


;= نها د(س) مد 


نظرية (۱-۳) 


2 \ 2 
إذا كانت د(س) = سے 4 س © صفراء فان : 
مت 


٥0‏ نها و(س) - صن 


(البرهان غر مطلوب) . 


اتبع الطريقة ا حدسیة وأنشئ جدولین ДАЈ‏ د(س) عندما س 6  -‏ وعندماس ے + مه 
لتکون لديك قناعة بصحة النظرية (۰)۱-۳ ارسم بیان الدالة بتحدید نقط تختارها . 


)( سس 9 ۲ 
س -» оо‏ س - ۲ س 


ےت 0 (ه (у‏ 


Со)‏ نها سپ اسب دم 


س > ы оо‏ = 
(أ) عندما تکر س بلا حدود فان القام أيضاً یکبر بلا حدود بين البسط ثابت» لذا فان 
القدار یقترب أكثر فأکثر من الصفر أي أن : 


ہس ہے سس 

(ب) عندما تصغر س بلا حدود آخذة قے) سالبة» فإن القدار ә)‏ س' ) يكبر بلا حدود ولذا فإِنّه 
لن یقترب من أي عدد حقيقي . 

ج نها (دس۱) = مه 


س - - оо‏ 
ہے ۳ ;== 
ы‏ سک اد ترس 
)„("0—— = 


РФ 
Р) ساد تو‎ 


. الثاى اکنا نی (ا)‎ ы 


في كل من التمارین التالية ابحث نباية الدالة د عند القیم العطاة : 


(۱) د (س) < س + ۲ عند س = ۱ 
00د (س)- бз}‏ س۱۴ безе‏ 
۳ ( تق 2 
اد[ ٢س‏ سرمم 
а‏ 6 س < ۳ 
سے س - ۲ 3 س کے ۲ "7" = ү‏ 
(4) د (س) = ۳ 
و тз‏ 


احسب النهایات التالية : 


® ما .ا 


"о ке م‎ 
"۲7 (س‎ "еол 
В ہ+سا س‎ 

+00 ) ٣ 
ما س - لا‎ 


۱۲) 


۱۳( 


٤٣‏ بعض خواص النهایات 


في هذا البند سنورد آهم خواص النهايات من خلال النظریات الآنية والتي سنقبلها بدون 
برهان : 


نظرية (۲-۳) : 


إذا كانت د (س) = ث حيث ث مقدار ثابت وکان ١‏ د ح (مجال الدالة) فان : 


با د(س) = ث 
س ها 


احسب النهايات الآتية: 


٠ س ے ۳۷ 1 س ے‎ ۸ А 
Е ла 


با أن الدوال في (أ) و (ب) و (ج) ثابتة فحسب النظرية (۲-۳) یکون : 


۳ йл (ج) نما‎ А 255 حا‎ д ۸-۸ نما‎ (ў) 


سے ٣‏ س ے ۴۷ 


نظرية (۳-۳) 
إذا كانت الدالتان د,ء د,ء معرفتین على الفترة ف التي ينتمي إليها العدد | وکانت : 
با (з‏ ل با ف (س) > لب با د(س) 2 ل 


سن {е‏ س ے١‏ س ے١‏ 


فان : 


ا [د, (س) ± د, (س) ] = ل, ± ل, 


لك [د, (س) . د, (س) ] = ل, ل, 
ы‏ د, (س) Ч‏ 


EET Е )(‏ حیث ل, ج صفرآء د, (س) ± صفراً لكل س دف 
س ے! ۵,(س) ۲ 


لاك Э‏ = رج یک = к ЈУ‏ حیث أن 
сс‏ < 
[л с‏ 


бе [шз‏ الكل س э‏ ف 


بلعرطظ(-۲۷) 

هذه النظرية (نظرية (۳-۳) صحيحة فی حالة : 

س |٭ ۶ سے٦‏ س 6 09 » سے - مه 
e‏ 

أوجد قيمة النه‌اية في كل ما يلي : 

ہوک س" 


و سا (س' +۲ س) 


(ә)‏ با رس 
т. С”‏ 
تام ااا س٢ (Үт)‏ 
(أ) ہا س' = نا (س×س) = نها س نما س النظرية (Т)‏ 
س ے٢‏ س ۲ س ї‏ س ۲ 
= ۲۲ من (А)‏ 
= $ 
(ы)‏ : )+ س) = بسا من ۶ےا ۲ س النظرية (۳-۳) 
س ے٢‏ س ے٢‏ س ے٢‏ 
س ۲ 
ے ۳ ہےا ۲ ۶« شتا هن )$150( 
س ے٢‏ س ے٢‏ 
تع + ۲۶۲ من (۱۳-۳) 
А =‏ 
ا 
سے ۷ 
г С)‏ _ ۷×س ۔ си‏ اس (لاذا؟) 
Теш‏ ساس یہ شک 
СЕУ =‏ س ج مسا (ӨШ). (тж)‏ 
س ۲ س ۲ 
= ۲۱۷ + ۸ هرن )2( 
= ۲۷ 
۸ 


النظرية التالية تطبق عل الثال السابق الفقرة (1). 
نظرية (۳-؟): 


[ذا کانت د (س) "о‏ حیث ںہ ےط فان : 


۳5 النظرية (۳۔ )٤‏ 


۲۳ = 


آوجد قيمة النهایات التالية إن وجدت : 


)2( رس س 
سو = 

(ج) مس “ س у=‏ 
سس مه 


۷ا - انها (о)‏ ملحوظة(۷-۳)) 


(ب) جما لاس ١-‏ غير موجودة لأنَّ الدالة لاس - ۲ 
“ө‏ 
غير معرفة في حالة س < ۰.۱ 
(ج) نبا ۷س ١-‏ غير موجودة لان الدالة ۷س ۱ 
اعت 


| عندماب > صه 
әз)‏ د (س) س ۳ سس 2 
قاس )ده ےه دد عندماس > 2 
Е 2 -= (0)‏ س < صفر 
оз!‏ جا اسل = سا \ 
س ے صفر* سض سے صفر* 
= ۱ (۱-۳ 
وكذلك نما اسا = ہسا (-۱) 
У"‏ صفر а‏ سس жее‏ 
(\0_Ү) \— =‏ 
من (۱4-۳) و (۱۵-۳) نجد أن النهاية غير موجودة 
]203 اسا عبر موجوده 
س + صفر سی 


لاحظ أن الدالة غير معرفة عند س = صفرا. 
Ше‏ -ح - [صفر] 
مجاها القابل = [ - ۰۱ ۱] 


انظر الشكل الجاور (7- 86) 


سه 


شکل (۳۵-۳) 


٢س‏ + ү<‏ أوجل + د 
ш‏ د(س) -[ اس سس ری جح د(س) 
شین 6۷۶۴ سی ۴ 


صا د (س) دما (اس +0) 


= ۷س + 
س ۳ س Є‏ 
اماس + ياه ملحوظة( ۳ - ۷) 
س +۳ س ۳ 
Эў ۵ + ۳ ۲ =‏ 
н‏ +۲ 
س +۳ (س) та‏ حيلست ١‏ 
А + К ۳‏ ۲ ملحوظة ў)‏ - ۷) 
Үе‏ سڪ 


е |; 5 -‏ 
اذن تب د (س) 1١١-‏ (لاذا؟) 


لاحظ أن النحنی المثل هذه الدالة کا بالشکل (۳ = (т‏ 


مثال (۳- ۳۹ شکل هينم 


| س۲ - ۲۵| 


تس وت 


عند النقط الى رف حوضا تعریف الدالة د . 


۲ 


س - ۲۵ = .< س = ٥‏ اوس = - ه ویکون : 


аа‏ يبن دن دا سه 
س - 6 
غير معرفة عندما س - ه 
د (س) = = ۵ عندما - о‏ < س о>‏ ماذا؟ 
صفراً عندماس = - о‏ 
سن + 6 عندما س < - ه 


فالنقط التي یتغیر حوها تعریف الدالة هي : 
س = و » س = - ه 

(۱) عندما س ے о‏ 

د معرفة حول س = و بقاعدتین لذلك نحسب كلا من النهايتين الیمنی والیسری للدالة 
عند س - و ونراعي شرط النهاية» تکون موجودة إذا كانت النهانية الیمنی = النهاية 
الیسری . 

با د(س) = با (س +ه) 


س + س о‏ 


حہاس + ماه نظرية ( ۳ -۳) 


س ےہ س о‏ 


سا د(س]) = Ше‏ )==( 


س ے٥‏ سے٥‏ 
حا (س) - باه نظریة )٣-٣(‏ 
س < о‏ س ^ о‏ 
پا س - باه نظریة (۳-۳) 
لسك س о‏ 
= -۵ ۵ =-*\ 

اا3 غاد (س) لبن Маа‏ 

سے٥‏ 
نباد (س) ‏ ماد (س) _ 
س < о‏ س < о‏ 


(۲) عندماس ے-٥‏ : 


حعہا(س) - ہام 70,8 
یی يه سر 6 – و 

)۳- ۳( نظریة‎ ы = аер 
س > - و سر ے۔ہ‎ 

۵ - )۵-(- = 


وبا د(س) = ہا (س +ه) 


سے - و من حع = و 
حعہاس + ماه تم ری ۳ ۲ 
س < - و س-+ - و 
= دم + ۵ = صفرا 


تارب .ےج 
في كل مما يأتي أوجد نہسایة کل من الدوال عند النقطة البينة إذا وجدت : 
(۱)د (س) = س" عندما س + ۳ 
(۲)د (س) ‏ س۲+ اس عندما س عه ۳ 


(۳)د (س) = ۴ س+> 4 س +۱ عندما س -ه ١‏ 


۱ سم عدما س‎ шы Т. ы, 
۲ 
А ےہ لے‎ 
٢->ے ہے 2 عندما س‎ 
سے‎ 
А = 
۲ د (س) سی عندما س -ے‎ (№ 
ام‎ 
ی‎ ав 
۲ — 
|" - اس‎ 
ү == внос „) د‎ )۸( 
5 وا ا‎ 
تعریفها إن كان‎ Ау في كل عايل احسب النهاية للدالة العطاة عند النقط الى بعر‎ 
هذه النهاية وجود.‎ 
۲ 2 ہیں‎ <٣ آم عندما‎ 
= د (س)‎ )٩( 
س عندما ۲ < س 2 ه‎ ۷ 


س"+ ه عندما س < ۳ 
(۱۰)د (س) = / ۲ (س + 4) عندما ۳ < س < ه 
„шше ۷۰‏ > ه 


اع ٤+‏ 
۱۷۱ (س) - اس 


Г;‏ اس - اس مل 

Р - اس‎ 

س - ؟ ين کا ؟ 
(۱۲)د (س) = 

4< س" س‎ і 


٣‏ حالات عدم التعیین 


سنعالج في هذا البندء ومن خلال بعض الأمثلة» حالات عدم التعيين الاتية : 


صفر е 2 а > ۰ = 5 оо‏ 
со — со 2 со 6 7‏ الناجة من التعويض المباشر في الدالة المعطاة . 
о + > ="‏ 
من -ه ۱ س = \ 
там А‏ 83 
БЕС‏ به س 3ع - [- ۱۰۱] 


ومن النظرية (۳ - ۳) : نستنتج أن : 


۱ جا (س - ه)‎ 
SL E 
E түн 


لو جعلنا س = ۳ فان الکسر يصبح : 


٩+۳ ۷‏ ۳-۳ صفر 
“(з‏ زاس صقر 


(حالة عدم التعیین) 


2 Е 
ض 2 1# ڈزناذ(؟)‎ ЖЕЗ > د معرّفة على [ س : س‎ 


إذن د معرفة في فترة حول س = ۳ 


ی کھج اھ 
аы‏ س - ۳ ١۷‏ سس + ۳+۳ (س - ۳ ) (۲۷س+۲+۳) 


)٣+۳+۷س٢‎ ۷( (س - م)‎ ١ 


(ҮҮ) باستخدام النظریة‎ Ет = 


تا # صقر ن د ط فأثبت أنَّ 
> (س) 
با Ге‏ 
س ےہ 
И.‏ | ۱ ۱ 
د(س) _ ۱ + رحس + гә‏ + .. + _ + 
ә ۵ ۲ 7 ә‏ 
с“ Б ©”‏ عن о“‏ 


من النظرية (۱-۳) نستنتح أنَّ : 


د(س) 5-8 
ы‏ اس شوت أن + جا مد + ٠‏ 
ين 99۳ س به س + сое» оо‏ سس 
۱ | 
т‏ جس + مسا 
س > مه ہے س ےہ س" 


= ار + صفرا + ۰۰۰+ صفراً + صفراً = ار 
ملحوظة (۸-۳) 
في ا مثال السابق یمکن استبدال ‏ ب - оо‏ فتکون النتيجة العامة هی : 


د(س؟_ _ | 


:)۱- ۳ ( А5 


إذا کان د (س) -1., س» + لی سر o» +٠٠‏ + ا. (كثيرة حدود من الدرجة (О‏ 


فان : نبادل(س) دجا لس" (٭ ای ہج سے ( 
س بے مه س بے + مه о‏ سس ارس ” 
١١ء‏ \ سن اه 
س ےہ 
оо + =‏ 


آوجد : (۱) با و وہ (ҮР‏ 
س > + مه 


Е (0)‏ من هس ١#‏ 
س > + مه 


إذا کانت:د(سن) 2 ا ها ان + ра ее‏ ۱ 


И Са‏ فوس „ше‏ ۰ ۰ ۰ + ت س + بپ 


حیث اح صفراً о‏ ت, ‏ صفرآ э».‏ . 


د (س) › 2 
к. - 5‏ = ا (س) =( Б.‏ 
س 6 + оо‏ سس س + 00 من ”© 
о!‏ 
= سم ) شتا س٣‏ 


س -» + من 


من النظرية (۳-۳) والثال (۳۹۰-۳) واللحوظة (۳- ۷). 


ملحوظة( ۹-۳) 


د(س) ۱ 


س + هه ہ (س) =‚ 


(۲) إذا كانت ن > م فان : 


شا | = مه (لاذا؟) 
ш”) ©‏ 


о | „| 


(۳) إذا كانت ن < ۲ فان : 


۳ + ٢س‏ - 
إذا كانت د (س) د > فاحسب  Ме‏ د(س) 
٥‏ ۲ س ۲ س س > + مه 


واضح أن د معرّفة بشرط ۵ +۳ س - ۲ س" ع صفرا 


۲ ۳ 

۱ بت - ۱ 
۳ اس - س ن٢‏ بی 

۰ 6+ وس - امن" گ ول م 
ض۲ من 


ү‏ و ا 

ы” ١ оо + <‏ ٤ب‏ “+ 6 \ 
اا8 با د(س) س سس .سو 
ب ا 02 ل شود "۲ 

سم س؟ عو 


قارن النتيجة مع المثال (4۰-۳) 


و ی а‏ 
РР ы”‏ 
احسب نها = إن كان لما وجود 
ш‏ نت وس ٣س‏ ¬ ۲ س ۳۲ 


مجحال هذه الدالة ع (لاذا ؟) 


تت 
۲٢س‏ ٣س‏ ده 5 ۲ ہے 
س > - 00 ا =„ үк‏ س ‏ - وه 


)٩۰-۳( اللحوظة‎ 


۰ ۰ ( س - ۳ 
إذا کانت د (س) = سپ سس 
پاس ۰ ای 


فاحسب نها د(س) (إن کان ها وجود) 
سن -© هه 


د معرفة بشرط س۲+ ۲س - ۳ > صفر 
س"+ ۲س - ۳ = صفراً ‏ (س + ۳) (س - ۱) = 
Ө‏ س = - ۳ أو س = ۱ 


إذن د معرفة على : (-۳-۰۰۰) 0 (۰۱ (оо‏ - نفرض أن س > ١‏ 


- ۳ س - ۳ 
وک و" مس یی كه 
فتکون د (س) TTT‏ لا ص 
سن سن س'(2+1- 5( 
5 س - ۳ 
پا لا а‏ 
وا تھے تھا 
о?‏ من 3 
۳ 
سس 5 
= © 
ЕЯ‏ لان س صمر 
س س س۲ 
#۳ کے 
жж‏ , سے شنت الا تست یت 


بقسمة البسط والقام عل س ‏ غا 


سا )0( 
Ша ев‏ ;5 4 = 
5р‏ : با د(س) = — نظرية (۳-۳) 
ان ¢ оо‏ 01 ۲ 
У 4‏ س 
.-١‏ 
خرس بح سسصی. ا 
با кн. ЖА‏ 7 
۱ 
ہے ۲ 
نے = є‏ 


اسب پا )№ س۳<۳ س + ه - ۲ س) إن كان لها وجود 
س ےہ 


جح 

نفرض أن د (س) = ٦٤۷‏ س' -۳ س +5 - ۲ سء 

د (س) معرفة بشرط 4س"- “اس + ه > صفر 

ب"- ٤‏ اح = (о) (+) ٤-٩۹‏ = - ۷۱ < صفر 

إذن ٤‏ س"- ۳ س + ه کصفراً لكل س د ع (لاذا ؟) 
عندما س ے مه فان د (س) تصبح من الشکل مه - مه 
وهي حالة عدم تعيين لذلك نقول : 


۷ س - ٣‏ س ۲۰۰۲ س 


د(س) = М)‏ س۳-۲ س +۲۵ س) × 
(س) بن > امن س) ا س 5 


بقسمة البسط والقام على س > صفر 


۳٣۴ 
ы” 
۳ = إذا كانت د (س)‎ 


٢س‎ 


فأوجد با د(س) إذا کان ها وجود 
س сое‏ 


سح 

د معرفة بشرط (۳ - س) (س - ۲) > صفر. 

(۳ - س) (س - ۲) = صفراً 4 س = ۳ أو س < ۲ 

)۲ :0( 3 س) (س - ۲) > صفر لكل س‎ - ۳( о> 
)۳ ۰۲( = د‎ < 


ے د غير معرفة قرب ± оо‏ وبالتالي لیس هذه الدالة نهاية عندما س > + مه 


مغارین )0-1( 


احسب قیم النهایات للدوال الآتية عند النقط المذكورة بجانب کل منها إن كانت موجودة : 


سس ۱۲ 
نے س عندما سے ۽ 
де |‏ 
یی و عندما سے ۲ 
۲ 
ہے ш,‏ ا | 
(Ў)‏ با س" - ۱۹ عندما س ے ۽ 
- ٢سر‏ ۱۵ 
س کل . 
۳ س 
ل ل ا عندما س عه 
۲۷ س ۲ 
ا рет‏ عندما سے ۲ 
О‏ 
۷ سس +۳ -۳ 
(А)‏ پا عندما 
ә‏ == سے ۳٣‏ 


Н دا کات ةرس ]سی اج فأوجد‎ (А) 
د (۲ + ه)‎ )۱( 


(ب) ہا د(۲ +ه) - د(۲) 
و е‏ 


ھ 


وس د (س) 


س > ۱ 


Келеш اا‎ 


(۱۲) اسب ہا 


س ےہ 


9 
سس إن كان ها وجود 


– ۲ 
۲ س 
ЈА‏ الس ۱۳۳ ان كان لما 
ن داد حود 
Ту‏ وج 


۳9 о + ۲ 


کا 7 +0 
اق سس إن كان لها وجود 


٢- y+ 
ان إن كان لما وجود‎ ٣ کس‎ 


م إن كان ھا وجود 


حسب با ن ھا وجود 
۷ '۔٢س‏ +۲ - 
٣٣س‏ 
سس 
) 
М зы‏ 
бе ۱‏ 
) 


ә п 
جود‎ 
ھا وج‎ 
إن كان‎ ) ۱ 
سی‎ 
س‎ ШШ 


ое 


۔_ 
اس 


س +۳ 
(س) = 
ذا كانت 
۹) إذ 
) 


ә Ө сыр‏ (س) 
حد 
فأو 


р ССС 
بعض النظریات على نہایة دالة‎ ۰ - ۳ 
: (о) نظرية‎ 


إذا كانت کل من الدالتین «үз‏ دہ معتفة على الفترة ف التي حذف منها العدد | وکانت د,» 
محدودة على ف - [1] 


و با د, (س) = صفرا فان : 
ا 


یس Ы‏ (س) ?1 (س) Е‏ صفراً 


البرهان : غير مطلوب 
ملحوظة ( ۳ - ٠١‏ ) 


هذه النظریة صحيحة عندما س ے ± مه حيث تشترط أن د, محدودة على الفترة (ب» (оо‏ في 
حالة + оо‏ أو محدودة على (- оо‏ . ب) في حالة - оо‏ لعدد حقيقي ب . 
т‏ این باس فالعني یسا د(س) 
а= ы”‏ 

و \ .6 
رضن بی ۔' وس سے شوہ ی ات 
کل من د, » دې » 7ھ رش = ح - [صفراً ]. 
با ә‏ (س) = صفرا (аа)‏ 
бе‏ 

Ф \ 
(\У-Ү) І“ 3 لکل س‎ ١ > چ‎ | Е (س)|‎ | 


من (۱۱-۳) 3 (۱۷-۳) نجد ОЇ‏ شروط النظرية (۵-۳) متحققة وذ РЕ‏ 


د, معرفة بشرط س" - 4 # صفراً إذن د, معرفة لكل س 3 (оо т)‏ 


كل من د, ء د, معرفة على الفترة (сост)‏ كما أن : 


5 
ماد (س)- ما سس" - 4 
E2 кш “с‏ 
۲ 
سن 5 5 5 و 
= : سكت بقسمة البسط والمقام على س" * صفراً 
ست وس 
۹ سی 
Р‏ = صعرا 
کا أن : 
| (س)| = | جا اس| < ١‏ إذند, محدودة في (оо ст)‏ 


)۵-۳( با د, (س) د, (س) = صفراً نظرية‎ әз) 


оо 


س - 6 س" ل د (س) 


جس 5 س + 4 &-`ш”‏ 
نفرض أن د, (س) басты‏ و س٠‏ > > (س)؛ 


د, معرّفة لكل س دح - [-۳۰۳] (لاذا ؟) 


سا کر а‏ 8 
۲ < صفرا جه س" - ٤‏ > صفرا 


د, معرفة بشرط 
اس ۲5 


۲*2۵ „те „Фф 
(оо ۳( = إذن کل من د, » د, معرفة على الفترة ف‎ 


|‚ سی کے 
رو و سا د, (س) ا س'- ۹ 


.+ و بقسمة البسط والقام على س" ٭ صفراً 
К >й . =‏ 
ہین 6۵:6 ۹ سپ 
о ‫َ‏ 
- صفرا 
اد یار A‏ | | را | иша»‏ 
س" س" 


إذن د, محدودة في (۳» (оо‏ 


ھا سی ند أن عا د (س) = صفراً نظرية (7- ه) 


نظرية )1-7( 
إذا كانت الدوال د,» د,» دہ معرفة على الفترة ف التى حذف منها العدد | 


وكانت د, (س) 2 د, (س) < د, (س) لكل س دف - [۱] وكانت : 


وت 


م د, (س) - كاد (о)‏ ۵ فان : 


.= د (س) کت 


البرهان : غير مطلوب . 
ملحوظة )11-7( 


هذه النظرية صحيحة فی حالة س ى + مه 


| س ١ ١۶‏ 2 چنا اس ۱۶ 
چه ۱-۳< ۳ + جتا ۲ س < ۱+۳ 


ج ۲ < ۳ + جتا ۲س Ў) ٤2‏ ۰ ۱۸) 


сарай 


و معرفة بشرط س 6 ۱ أي معرفة على (۰۱ (оо‏ 


حيث س - ١‏ > صفر 


۲ ع + حتا ؟ + 
ده 2299ی 


ذن > > ۸-۳ 
oe әз)‏ سے من ( ( 
مرا (لاذا؟) 
0 هه س - ۱ ТЕЕ Е‏ سی ہبوت 
۳ جتا ١‏ س 7 
(ذن با 2 صفرا نظ (тту‏ 


үу оо 6 س‎ 


نظرية 0۷۲ : 
جاس 


بح ا حیث س مقيسة بالتقدیر الدائري (أي بالرادیان) 
с‏ 


البره ان : 
واضح أن النظرية تتعلّق بقیم س الصغيرة جداً 
سواء كانت موجبة أو سالبة 


نرسم دائرة الوحدة ونفرض أن 


طول القوس آ0 =| س | فیکون : 
ند 
ق (<1م9 ) = س رادیان. 


الوحدة عند | بحيث يلاقي امتداد من في ج. 


اضح من الشکل (۳ - ۳۷) أن : 
رامح جح ١‏ شکل (۳۔۳۷) 


مساحة المثلث 6 ان < مساحة القطاع الدائري ‏ ان < مساحة المثلث ۲ ۱ < أي أنَّ : 
рех‏ ن |< е ерх‏ (طول [ ۱] = ۱) 


]ح١|<|س|< ن|‎ [оз 


СТ‏ | |جاس| 
هذا يعني آن| جاس | < |س >| ظاس | = اجس 
5 اس| \ я‏ 
ا ایا | بالقسمة على | جاس | # صفرا 
أي أن | جتاس | > ای من خواص المتراجحات 


اس| 


ولکن : 
| جتاس |- 
УЦ) ۱ = 8‏ 
М‏ لملذا ۴) 

= Е ۰ 
(1-7) نظرية‎ 


۰ ۰ الہ 5 + 8 
لغرض النهاية А‏ < سے ہے — 
نعظ أن 
ә‏ 
۲ 


Ж‏ ہے دا 
۳ 4 = 
› 5 إل 30 
г 7 , 5‏ 
ل هد لحالة یمکر لتحقو س 
جا 


ما هي القناعة التي توصلت إليها ؟ 


نتيجة ( ۳ -۲) 
ظا 
سس م۱ 
е‏ 
البرمان 
ظا جا س А‏ 
نما سا ہیں ہش ماذا؟ 
س ٠>‏ 
جا ١‏ 
ديا × = )×| اذا؟ 
ہے о‏ کی اش 


7 о. -۳( مثال‎ 


1 : \ 
)0 نا س جا у‏ 


س +± مه 


(ب) نها س قتاس 


جا اس 
1( : 
0 س 
٣ظا ٢‏ 
Н‏ سس 
ае‏ ۳ 
چاه جا ۵س 
() پاش = нү" хо‏ 
س م. سل سے 
рхо ж‏ ای کے وو ی 
ون كاه سے И аы‏ 
١ Хо =‏ < ۵ 
ҮШҮ‏ ظا ٢‏ 
(ы)‏ + دی ч‏ 
س : تمن سے٠ о“‏ 
ظا ٢س н‏ 
حنها аха‏ تت+(عندما س ٠‏ فان اس ے٠)‏ 
سے ۲س“ 


45 (۳ - ۸) : 
اسجتاس 
و 


= صفراً حیث س مقیسة بالتقدیر الدائري 


٦ 

- سم ماذا؟ 

2 جاس جاس 

5 ۱+جتاس 
إذن : 
ر ا کے ١‏ جاس جاس ( 
س -» эй‏ سے سس سی 
حا 
دی حاتم ربب کس دم 
١ о“‏ 


(У) نظریة‎ (25 ) (\) = 


۳- ۲جتا 
إذا كانت د (س) = فاحسب نا > (س) 
єЄ‏ 


7 -جتاس) _ ۱-جتاس 


ہے '' چو بس س 

ша 7 

2-3 24 و ии"‏ 
= صفرا نظریة (۸-۳) 


۲ ۱-جتا 
а‏ 6 ن 
د (س) = + 
مرن б Т‏ ٣س‏ 
0 سر 
гу‏ ) سس ( 
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جیپ رسیم سوم 
=+ (صفر) نظریة (۸-۳) 


۲ © 
= + صفر 


( ظا س افأ د(‎ 37 - س٣‎ 9 ۳ А 
ы” إذا كانت د (س) 5005 متا‎ 
9080 
7 _ 2. ۳ ү=ү 
2 3 х\. + 
۵س‎ 
۳ نلا‎ 
یبا سے‎ 1 рҮ 7 
س > + ضس سس‎ 
= باد(س)‎ 
جاه‌س‎ ЧИТА РТУ ү ٠ س‎ 
ص س : ° س دس‎ 
Г – VX ہے٣‎ 
۳ \х\.+Ү Ё 
جتا۲ س -جتاه‎ 
سن‎ ٠ےس‎ 


نعلم من قوانین حساب الثلثات أن : 
٣س о+‏ 0 ۳ 
جتا ٣س‏ - جتا ٥س‏ = جا سس جا :== бш‏ 


جاس 
بجا سن 
سن 
ала‏ =„ ={ 4 جاس 
8 4 ا Ы"‏ جاس 
۱ خی е‏ 
سے 7 ۳ 5 
٤ Я ї‏ سم = 
is Шр» ۲‏ 
о‏ 
А =‏ 
١ хү хл‏ 


(че) تحارين‎ 


احسب قيمة نهاية الدالة د في کل ما یل إن وجدت» مستخدماً نظريتي (۳- обо‏ (1-۳). 


(۱)د (س) - ۲ (س ۲) = عندما س ے ۲ 
0 (س) - اس - ۳ جتا سل عندماس ے ٣‏ 
(۳)د (س) = جاس عندما س ے - مه 
)20 (س) = - تح تا ۲ س عندماس ے оо‏ 
ا айа тсе‏ عندماس ے оо‏ 
س ؛ 
و کت عندها س بے - هه 
ا اعد عندماس م - مه 
(۸)د(س) == غفا من سخ وت 


في کل مما یل إذا كانت س مقيسة بالتقدیر الداثري فاحسب نہایة کل من الدوال العطاة عند 


النقط المذكورة قرب كل منها : 
جا ٣‏ 
(9) د (س) = عندماس ے, 
ظا ٢‏ 
(уол)‏ = ہے عندماس ے. 


(۱۱) د (س) = (س + ۲) ظتا (س + ۲) عندما س ع - ۲ 
7 98 ر мы‏ غا РИ‏ 

دن 
(۱۳) د (س) = (س - ه) جار عند لي ے. 
0ء ری د تپ سے 
(۱۵) د (س) <ظا ۳ س قتا ه س „Мше‏ ہے 


(۱) د (س) = ٥‏ س (قتاس + ظتا ۲ س) عندماس ے, 


١ - س٢اتج‎ 
۲ 


55 نی 
_ جنااس - جنا » ۱ 
(۱۸) د (س) = ۲ а‏ عندما س ——‚ 
جاه -جا۳ 
. جاه س - جا ٣س‏ 
بج یں مود кашне‏ عندماس ے, 
جا (ظا ۳ س ) 
اا عندماس ے. 
س" - ۲ س 
(۲۱) د (س) جا س عندما س ے, 
١-جتا‏ ۳ 
(۲۷) د (س) - سس ы”‏ عندماس نے 
جا س 
جتا 
(۲۵) د Ыт)‏ عقدماس سم 
٣س‏ 


У-Ү‏ اتصال الدالة عند نقطة 

من الناحية الهندسية نقول إن الدالة د متصلة في الفترة ف إذا امکننا رسم النحنی المثل لها في 
هذه الفترة دون أن نرفع رأس القلم عن الورقة التي نرسم علیها . 

وحین نقول إن د متصلة عند النقطة س = > فلا بد أن تکون > منتمية إلى جال دہ أي أن د 

تعریف (۳ - ۱۲) 

الاتصال من اليمين عند نقطة : 

إذا كانت الدالة د معرفة على الفترة الغلقة ف =[ ۱» ب] وکانت النقطة < 3 ف 


بحیث أ < << ب فاننا نقول إن د متصلة من اليمين عند النقطة > إذا كانت : 


نما د(س) = د(ح) 


سے ح+ 


تعریف (۳ - ۱۳) 
الاتصال من الیسار عند نقطة : 
إذا كانت الدالة د معرفة على الفترة الغلقة ف = ]!4 ب] وکانت النقطة = 3 ف 


بحیث <١‏ ح < ب فاننا نقول إن د متصلة من الیسار عند النقطة > إذا كانت : 


ہا د(س) -د(ح) 


تعریف (۳ - ۱4) 
إذا كانت د معرفة على الفترة الغلقة ف = [۱» ب] وکانت النقطة = э‏ )4( 


فإننا نقول إن د متصلة عند ح إذا كانت : 


بل د(س) داح) دما د(س) دہ ہا د(س) <د )0( 


ملحوظة (۳- ۱۲) 
أي دالة متصلة عند نقطة > لا بد وآن تکون معرفة عند > أي أن العدد د )>( له وجود . 


ابحث اتصال الدالة د (س) =| س| عند س = صفراً 


الدالة د (س) معرفة عند الصفرء د (صفر) = صفراً 


نہ د(س) = نب س - صفراً 
فن جا 


وسر 
نيا د(ساء یسا (-س) ضما 

س -ه ۰ س © ۰ 

اذن نبا د(س) = صفراً وبالتالي با د(س) = د(صفر) 
س -» صقر س -»صفر 


إذن الدالة متصلة عند س = صفراً 


ابحث اتصال الدالة عند س - & 


س' - س - ۱۲ 
کا عل عندماس #& 
د(س) = ن 
۷ عند س = 4 
د معرفة عند س = ٤‏ » د (4) = ۷ (۱۹-۳) 


_ (س -4) (س + ۳) 
د (س) = 
س 1 س ٤‏ من ا 
: +۳ قاس ان ا 
وس (س + (т‏ حیث س 
(ea) у=‏ 


من(۱۹-۳) و (۲۰-۳) نستنتج أنَّ : 


نما د(س) = د(4) 


٤ س‎ 


إذن د متصلة عند س = ٤‏ 


على الفترة )2—6( تكون الدالة د (س) = ا 


غير معرفة عند س = صفراً ء عرّف د (صفر) بحيث تكون الدالة متصلة عند هذه النقطة 


„,_ ا بقسمة كل من البسط والقام على س < صفراً 


о ١ ۶ ۲۳ 


و ]سس سم و مس 
س 426 س E‏ ۳ 


لكي تکون د متصلة عند س = صفرً يجب أن یکون : د (صفر) = ج وبالتالي : 


هل الدوال الآتية متصلة عند الصفر ؟ علل ذلك . 


جا , 
4 س # صفرا 
د(س) = 
۱ »> س = صفرا 
ы‏ + صفراً 
6 س ۶ Амо‏ 
م (س) = “А‏ 


етш. 


ابحث الاتصا من © е е‏ 


س 
(۱) د (س) = 

7 - س 
(н) (0)‏ || 


о - '‏ 1 
)20 (س) > | س" - هس +۱ | 


عندما > صفراً 5 
й‏ عتد س = صفرا 
عندماس > صفر 


(۸) د (س) = 


= د (س)‎ )٩( 


А‏ ی سا 
س + ه 
۲ 
٣ ۰۶ ۴ ۷‏ 
س - ۲ 
۲ 
٥‏ 
فس (١‏ م 
>{ 
جا۲ س 
من 


۲ 


عندماس # ۳ 
عندماس = ۳ 
عندماس ۶« ۳ 
„шше‏ = ۳ 
عندماس ٭ صفراً 


عندماس - صفراً 


عند س = ۳ 


عند س = صفرا 


في كل من التمارین التالية آعد تعریف الدالة بحیث تکون متصلة عند النقطة المذكورة مع کل 


منها إن آمکن ذلك : 
о +"‏ = 
1 وسن) ہہت مت 
_ ۲ س+ظا۳ 
)3( (س) = ہے ےس 
„ту‏ ۳۹ ۴۰۰ 
)0\7 (س) = т‏ 


۳ 
(۱۳) ف (س) = (س - ۲) جا 9 


۸-۳ الاتصال في فترة وخواص الدوال التصلة 


تعریف (۱۵-۳) 


)\( )15 كانت الدالة د معرفة على الفترة الفتوحة ف = (ا ۰ ب) فإننا نقول إن د متصلة في ف 
إذا كانت متصلة عند كل نقطة تنتمی إلى هذه الفترة . 


(۲) إذا كانت الدالة د معرّفة على الفترة الغلقة ف = [ا » 2[ فإننا نقول إن د متصلة في ف 
إذا تحققت الشروط التالية : 


(۱) د متصلة نی )10( 
)<( د متصلة من اليمين عند ا 


)>( د متصلة من الیسار عند ب 


یمکن وضع شرط اتصال دالة د في فترة مغلقة ف < [1» ب] كما يلي : 


)١(‏ لکل < 3 (ء س) فان با د (س) = د (ح). 


س < > 


نظرية )4-7( 


إذا كانت الدالتان د, » دہ معرفتین على الفترة (اء (о‏ وکانتا متصلتین عند النقطة < د ف 
فان كلا من الدوال الاتية تکون متصلة عند ح : 


үә (۱)‏ ± دې حیث (ê, э)‏ (س) > د, (س) ےد سا 
а‏ 


E‏ حت 05 )د (س) د, (س) 


کی سادا ( 


ү? 


د, )>( < صفراً 


البرهان: 
د,؛ د, متصلتان عند > فرضا» لذا فان : نہساد, (س) = 


: من التعريف‎ )١( 


د (ح)» د 


د, (ح)» ومن نظرية (۳۰-۳) فان : 


نها(د ± د,)(س) وسر 8 


د, (س) = د, )>( 


إذن د, ± د, متصلة عند النقطة > 
(۲) ۰ (۳) متروك کتمرین للطالب 
نتيجة ( ۳ - "7 ) 

دالة كثيرة الحدود على الصورة : 


+ 


هی فن ا + „Бек‏ +۱ متصلة لكل س ۴3 


وذلك لن الدالة الابتة ت (س) = ! ودالة الطابقة ‏ (س) = دوال متصلة لكل س 3 ح 
ومن النظرية )٩-۳(‏ الفقرة СҮ)‏ نستنتج أن ЫЛ‏ اس" حیث ۲ 3 ط متصلة لکل س 3ع 
ومن الفقرة (۱) ینتج أن دالة كثيرة ا حدود متصلة لکل س 3 2 . 


۳ 2 нет © 

< ال د -[-۳ ۳] 
لكي نبحث اتصال د في ۰۳-1 ۳] : 
(۱) نبحث اتصال د في (- ۳۰۳) 
(۲) نبحث اتصال د من الیمین عند س = - ۳ 
(Т)‏ نبحث اتصال د من الیسار عند س = ۳ 


(т ۰۳-( 3 < نفرض أن‎ )١( 


кел== 
(6-4) با د(س)= با 4#-„ ۷2 ہا‎ 
> س > س سے > س‎ 
ح"< و (ح)‎ - 4 = 
)۳۰۳-( إذن : نبا د(س)- د(ح) > د متصلة في‎ 
ہہ‎ 
-س" ع صقر‎ ۹۷ е غا د (س)‎ (0) 
- س ے-٣ س‎ 
د(-۳)- ۹۷ -(-۲)۳ = صفراً‎ 
ا د (س) = د(-۲)‎ 
س عم‎ 


إذن د متصله على یمین س = ۳. 


د(۳) <۹۷۰ - ٩‏ = صفرا 
یسا د (س) = د  )۳(‏ د متصلة على يسار س = ۳ 


من (١)ء‏ (۲) ء (۳) نستنتج أن د متصلة في [- ۰۳ ۳]. 


15 كانت د (س) ا سو زان ون < 


د معرّفة بشرط س ع ۱ © د (۱) غير معرّف وبالتالي د غير متصله عند س = ١‏ . 


س' - ع س + ۳ = ۰ ج (س - ۱) (س - ۳) = صفراً 


جم س - ۱ آو مريت ۳ 


۳ < „> ۱ عندما‎ (== 
Е 

غير مرف سے > ١‏ 

س - ۳ 


عندما س < ۱ 


لکی نبحث اتصال د في ح نبحث اتصاها في فترات Ше‏ الجزئية وكذلك Шай‏ عند النقط 
التي يتغير حوفا تعریف د. 


: بحث الاتصال في الفترات الحزئیة من الجال‎ Су ١ 
. د (س) = س - ۳ لکل س > ۳ هب د متصلة في (۰۳ هه) ؛ لأنها كثيرة حدود‎ )۱( 


(۲) د (س)- - (س - ۳) لكل س د (۳۰۱) ڪ د متصلة فی (۰۱ ۳)؛ لأنها کثبرة حدود. 
(۳) د (س) = س - ۳ لكل س < ١‏ . إذن د متصلة فی (- ٠٠١‏ ۱)؛ لأنها كثيرة حدود . 

: ثانیاً) بحث الاتصال عند النقط التي يتغير عندها تعریف د‎ ١ 

۱ = فان د (۱) غير معترفة وبالتالي د غير متصلة عند س‎ ١١ عند س‎ )٤( 

(о)‏ عند س = ۳ فان د (۳) = صفراً. 


نما د(س) با (س-۳) =۲ - ۲= صفراً. 


اا س ے٣‏ 
نبا د(س) = نبا [۔(س - ۳)] = - (۳ - ۳) = А‏ 
س ے٣ т,‏ 
е‏ د(س) = نما د(س) = صفراً = د(۳) 
س ے٣‏ س ے۳ 
© با د(س) = صفراً= د (۳) 
س ٥‏ 


إذن د متصلة عند س = ۳ 


هل يمكن تعريف د عند س = ۱ بحيث تكون متصلة عند هذه النقطة Ў‏ 


وني نہایة هذا الباب نذكر نظريتين لأعميتهم| الشديدة في الأبواب القادمة 


ЕЕ 


إذا كانت الدالة د متصلة على الفترة الغلقة ف <[۱ء س] فان للدالة د عندئذ قيمة عظمی ع 


على ف وقيمة صغرى م على ف . أي يوجد عددان س,»س, في ف بحيث 


م > د (س) < د(س) < د(س) -2 لكل س 3 ف. 


إذا نظرنا إلى الدالة التصلة الرسومة في الشکل (۳۸-۳) نجد أن القيمة الصغری للدالة تقع 
عند النقطة со‏ والقيمة العظمى تقع عند النقطة ن, » حیث ن, = د (س,) » ن, = د (س,). 


نظرية (۱۱-۳) ۰ نظرية القيمة الوسطی 


]15 كانت الدالة د متصلة على الفترة ا مغلقة [ ۱ » ب ] وکانت القيمة العظمی للدالة هي 
ع و القيمة الصغرى هي ~ فانه لأي عدد ع > ص = بوجد عده ب نذا 
بحيخاص - د رس | 


انظر الشكل (۳۸-۳). إن ما تنص عليه هذه النظرية هو أنه لكل قيمة ص واقعة بين نب » 
ون, لا بد من وجود قيمة س واقعة بين !» ب تكون فيها ص صورة للدالة عند س . 
ملحوظة (۱۳-۳) 


م عم ب ۳۸-۰( أنه قد توجد أكثر من قيمة ل س بحيث د (س) = ص (في 


الشكل د (س) = د С)‏ ص). 
تپ وو( (۱۱-۳) О‏ هناك عل الأقل قيمة لس بحیث 
ع> د (س) = ص > م وليس بالضرورة قيمة وحيدة. 


СЕ) 2а 

إذا كانت د متصلة على الفترة الغلقة [اء ت] ووجد عددان س, » س, في ]261[ بحیث 
د (س ) > صفر ود (س,) < صفر فانه يوجد عدد س في [41 ب ] بحيث د (س) = صفراً . 

البرهمان: 


حسب النظرية (۳۔ ۱۰) الدالة د تأخذ نهایتیها العظمی والصغری على [۰۱ب ]. لما كانت 
د (س ) > صفرء فإن القيمة العظمی Ё‏ صفر ولکون د (س ) < صفر فان القيمة الصغری 
> صفر. إذن العدد صفر < [ م ۰ ع ] ومنه نستنتج من نظرية (۱۱-۳) وجود عدد س بحيث 
د(س) = صفرا. 


إن شرط الاتصال لتحقیق النظریتین (۱۰۰-۳) و (۳--۱۱) هو شرط ضروري . ولتوضیح 
ذلك نقدّم ا مثالین التالیین . 
ال( | 
ج “ш‏ 
لدينا الدالة د (س) في الفترة [-۱ ۰ ۰۲۱ حيث د (س) = 2 
س - 
الواضح أن الدالة غير متصلة عند س - صفرا ۳ 
١‏ 
لان ہسا | سح = оо‏ (غير موجودة) 
س + ۰ ”© 
كذلك لاحظ أنه لا توجد قيمة 
عظمی ولا صغری للدالة 


في الفترة[-١‏ » ]١‏ 
شکل (۳۹-۳) 


لتعتبر الدالة د (س) على الفثرة [ ١‏ » ۳ ] حيث 


۱ > س‎ >۲ ١ 
۳ 


үү Тї 


وهي مرسومة في الشکل (۰-۳ (<٤‏ 


САИ 


الدالة د غير متصلة في النقطة س = ۲ ОУ‏ 


مار د(س) ат‏ مسا د(س) -۱ 
هت 


س + ۲ 


النهاية العظمی للدالة هي ۲ والنهاية الصغری هي ١‏ . إذا آخذنا القيمة ۽ ۱ الواقعة بين 
۱ 
النهایتین فلا یوجد س في الفترة [۰۱ ۳ بحیث د (س) ١٣١‏ 


ЮЕ ЕЕ: 
: Шие ابحث الاتصال لکل من الدوال التالیة في‎ 
سی؟‎ ۱ ۷ „Су? 
د (س) = ۷ 2۱1 س۲‎ )۲( 


(۲) د (س) = ۷س۲ - ۲۵ 


(4).ذ(س) اس ت اس = ۱۰ 
)9( د (س) = ۱۲۷ - س - س" 


۱8 „ү—' 
ساك‎ и = )س(د)٦(‎ 
س‎ 

(۷) د (س) | س - ۳ س =[ 

(А)‏ د (س) = جاس 

(А)‏ د (س) = جتاس 

(۱۰)د(س) =| س - ۲|+|س + ۳|- о‏ 
ў: ۲‏ 

و وھ مم سے 


٢س‎ 


اس ۳۹ йен‏ ۴کس 
( (ص) ۶إ سس „>й ейн ٩۹‏ < ة 
من +۱ لذا کانت > о‏ 
۱ 
عندماس < ۲ 
о" =‏ 
е‏ من ۲۳۳ 
س + ۲ عندماس > ۲ 
5= ۲ عندما ۳ <س <۸ 
۱ عندماس < صفر 
(۱۵) د (س) | ۱ + جاس ‚ عندما صفر < س < 
отау.‏ عقدماس 2 
(\л)‏ هل الدالتان : 
جا 
د,(س) س جات د,(س) < = 


متصلتان عند س = صفراً ؟ كيف نجعل كلا منھم| متصلة عند س = صفراً؟ 


غارین عامة 


(۱) إذا كانت الدالة د معرفة كما يلي : 


د(س)  -‏ صفرا عندماس = صفرا 
Ў‏ + ه عندما س < صفر 


ГА ۰ 6 ۰ ۳‏ ۰ 
عسي سر د(س) کت د(س) رح د (س) 
ان + ت یں +< 
(۲) اد ۹ ۱ шо”‏ سے ےا رر 
* من =± 


co‏ ئ س"+ ه 


٤ھ‏ ثوابت من ٤ء‏ + # صفراًء 


سس ۳ 
(۳)احسب پا سس 
س ایی “ل 
“тз‏ | 
)٤(‏ احسب با سس !5| كانت موجودة 
رج 
٢‏ 5 
еі)‏ ( _ س ٦‏ س_۔ س س سم 
' س + оо‏ س - ۲ س + ” 
)٦(‏ احس : اس - |٩‏ 
ج س + ۳ 


(۷) احسب نهاية الدالة الاتية في حالة وجودها عند س = - ۱ 


ظا ۲س ظا ٤س‏ + جا ٤س‏ 
۰ == ےس ےس سے سس س-س-ف۔_-+ سے تسس 
سے صفر „е, „Т‏ س جتا اس 


حتا = РА “ш>‏ 
(۱۱) احسب ہاج تس سے علا بان س بالتقدير الدائری 
ее‏ 3 1 


في کل من التمرینین (۰6۱۲ (۱۳) ابحث الاتصال للدالة عند النقطة س = صفر. 
جا س ظا۲ , 
2ش چ عندماس © صفرا 


۲ عندما س = صفراً 


جتا ۲ س - ۱ 2 
سس عندماس 7 صفرا 
(۱۳) د (س) - 


- ۲ عندما س = صفراً 


أعد تعریف الدالة في کل من التمرینین (۰)۱4 (۱۵) بحیث تکون متصلة عند نقطة | 


إن آمکن : 
„Үү‏ ۲ کت ۷ س ۲ ۲ 
18 وزو ) анттан‏ 
о”‏ 
5 
)٠١(‏ د (س) = (и о)‏ حيث | - ه 
م 
(15) ابحث الاتصال للدالة الآتية خلال جاها : 
PT‏ او ھس - :| 
سر س - 4 
(۱۷) ابحث اتصال الدالة : 
1 
د (س) = جاس + جتاس في الفترة [ - 7 » [т‏ 


حساب التفاضل 


СЕЕ 

0 الدالة عل فترة. 
т:‏ الدالة. 
о Е‏ 

6 - ۵ تطبیقات هندسية فيزيائية . 
ء ١‏ قاعلة التسلسل. 
E‏ 
CNT‏ 
8 = االقعفات الجالياء 

٠١- ٤‏ التفاضل. 


== 


٤‏ -۱ نبذةتاريخية: 
الدراسات ا حدیئة الموئقة لتاریخ الرياضيات تؤكد لنا - نحن السلمین - أن علماءنا 
الرياضيين هم الذين وضعوا الاسس الأولى لهذا الفرع من الرياضيات (التفاضل والتکامل) . 
فهذا على سبیل المثال» العام (شرف الدین الطوسي - ا متوفی عام ۲۱۰ ه) من خلال دراسته 
للمعادلات التي درجتها < ۳ في کتابه : (قوام الحساب) یفکر بالدالة دون أن یذکر اسمها؛ 
لكنه لجأ إلى شکل آخر من هذا الفهوم الذي عرف У‏ بالشتق . 
ولكي يحل هذه العادلات» يدرس الطوسی القيمة العظمی للعبارات الجبرية ویأخذ «الشتق 
الأول هذه العبارات - دون أن يستعمل 9 - ثم یعدمه ويبرهن على أن جذر العادلة التي 
يحصل عليها إذا ما عرّض في العبارة الجبرية» أعطى القيمة العظمى للعبارة *. 
وهكذا أخذ дуз АЙ‏ في „ае‏ نبضتهم من علومنا ونتاج علمائنا الشيء الكثير» وقاموا بتطويره 
حتی نشا التفاضل والتكامل على يد الإنجليزي (نیوتن - توفي عام ۱۷۲۷ م) والألماني (لايبنتز - 
توفي عام ۱۲ ۱۷ع) وغيرهما . 
وللتفاضل أهمية كبيرة إذ يعوّل عليه كثيراً في حساب مسارات القذائف والصواريخ والأقمار 
الصناعية» بل والكواكب والنجوم وغير ذلك . 
٤‏ - ۲ معدل дз‏ الدالة على فترة : 
في الباب الثالث تعرفنا على مفهوم نہایة الدالة» ما ساعدنا على دراسة سلوك الدالة بجوار كل 
نقطة من نقط جال تعريفهاء ومعرفة ما إذا كانت متصلة أم У‏ 
وفی هذا الباب سنركز دراستنا على نهاية صيغة معينة» لا ذه النهاية من أهمية في جالات 
عديدة ى| سيتضح لنا . 


٭ انظر: تاريخ الرياضيات العربية بين الجبر والحساب/ د. رشدي راشد» ترجمة الدکتور حسين زین الدين/ مركز دراسات 
الوحدة العربية ۱۹۸۹م - انظر ص ۲۰۸ - ۲۳۱. 


لتفرض أن لدینا де‏ جسیاً ضغي مل 
بنقطة) يسير على خط مستقيم حسب العادلة 
ف = ده" حيث ترمز ف لبعد ا جسیم من نقطة 
الأصل ۲ عند اللحظة نه . 

والشکل ( - ۱) يون النحنی الذي يشل 
هذه العادلة؛ وفیه تمّ تدریج الحور الأفقي 
لقياس الزمن بالثانية (ث)ء والحور الرأسي 


لقیاس السافة بالسنتیمتر (С)‏ ۰ لاحظ أن : شکل (4 -۱) 


ف = صفراعندماه = صفراً 
ف = \ عندماهه = ۱ ث 
ثانية 


ف = ٤‏ ۲ عندماه = ۲ ث 


ف ٩‏ ؟ عندما هه = ۳ ث 


وحسب مفهومنا للسرعة فان متوسط سرعة ا جسیم تکون : 


۱ ث خلال الثانية الأول 
۳ ث خلال الثانية الثانية 
۰ / ث خلال الثانية الثالثة . 


2 ۲ 7 ۱ 
ما هو متوسط سرعة الجسيم خلال الفترة من نه = ۲ إلى نہ 7 Фү‏ 
رہ = ۲ ے ف =1ү=‏ یکم 
ا I)‏ _ ۱ 
له = ج ۲ حاف > (ў)‏ درو "۳ 
۱ 


أي أن ا جسیم قطع السافة =з‏ سم 


۱ ۱ 
خلال الفترة ۲۰۲ - ۲ ۶ ү‏ ث بدءا من الزمن ب < ۲ 
۱ 
ўе‏ 
إذن متوسط السرعة = گس - + ۲ ث 


وبصفة عامة لتفرض أن موقم الجسيم على اللخط الستقیم بتحدد بالعلاقة 

ف = د (د) )4=-%( 

حیث د (У)‏ دالة في المتغير ده ولنحسب متوسط سرعة ا جسیم خلال الفترة الزمنية من , 
о‏ + ه [انظر الشکل (4 - ۲)]: 


ف = د (о)‏ دزت +ه) 

إذن السافة التي قطعها الجسيم خلال الفترة الزمنية 
من دن إل بر + ه هي تحت < (а)‏ - و( ) 
وعلیه یکون متوسط سرعة ا جسیم خلال هذه الفترة هو : 
ق فم وا و هت و نع 


ید ш‏ بت (-۱) 


ھ 


۴ 
شکل (т)‏ 
وباستطاعتنا أن نعمم العلاقة (4 - ۱) بین ا مسافة والزمن إلى : 
ض ۶ د (س) 

حيث ص دالة حقيقية متصلة في المتغير الحقيقي س 5 заны‏ کر ا 
س + А‏ فان ص تتغير من د (س,) إلى د (س,+ ه)» أي أن التغیر ه في س يمار ۸ 
د(س ,+ ه)- د (س,) في ص . 

یسمی القدار 

د(س + ه) - د(س ,) 

حیث ھ # صفرا 

معدّل Д5‏ الدالة 

ص = د (س) بالنسبة للمتغیر س على الفترة 


د ,+ ه) - د(س, 
ات وس ,+ ها .ی و اکھت گا 


۔ شکل (:-۲) 
هو ميل الستقیم 


ل الذي يمر بالنقطتین ا (س ۰ ә‏ (س,))» = ).+ هه د ) س+ ه)( 


ولذلك نستخدم الرمز ۲(س,؛ س ,+ АУ) (А‏ على هذه الكمية » 
درس +ھ) = د (س,) 


۴ (س» س (А+‏ = 


أو : б‏ (س,» س,) 


ملحوظة (4 -۱) 

ЙУ] - ۱‏ العدد س, وشمح للعدد ه بأن یتخت فإن © (س,» س,+ (э‏ تصبح دالة في 
التغير ھ غير معرفة عند ه = صفراً. 

۲ - بالرجوع إلى المثال )١ - ٤(‏ يتضح لنا بأن متوسط سرعة الجسيم على الفترة الزمنية [نه,» 
د ]هو معدل سی السافة باللسبة للزمن نه علی هذه القازف آی © (о)‏ 
مثال 05-99 


احسب مل تخیر АЫ‏ د (س) = - ۲ عل الفترة [уте‏ 
باعتبار س = ۳ + ه = ۳,۲۱ = ۳ = ۰,۲۱ فاننا نحصل على 
درس [а‏ و (س) ۲-۳۲۱۷ ديام و 

¥ - سو‎ у= 


۳ 
< 
л 


آوجد معدّل تغير ص على الفترة من س = ШҮ‏ ٢٢ء‏ حيث ص = ۳س" - س " 


© (س,» س,+ ه) бы), Мт,‏ 


№ 
حيث س = ۰۲ ه ۶ ۲,۲ - 2۲ ۲ و. 
د (س,) > ا س" - س" 
١‏ 
دق و 2 
„з‏ 2 ۳۲۱۲ انك ا 
رو( АЕ‏ 


Т هو ے‎ - ۲۸۸۷۲ = (үү ؛٢(‎ ۲ оз) 
۲ 2 


= سب 1.6 وه 


ومن الشکل (4 - 6) یتضح لنا أن ۲ < صفر؛ ОУ‏ الدالة تتناقص عندما تزداد س من ۲ إلى 
Л‏ 


د (۲.۲) - د(۲) = - ۱۲۸, 


си )٤۔‎ ٤( شکل‎ 


۲ I ۲۰۲ үү ү үө ш” сәд 
تتمدد صفيحة دائرية بالتسخین . احسب معدل التغیر في مساحتها عندما یتغیر طول نصف‎ 
. ۱, ۱ إلى‎ ٦ قطرها من‎ 
نفرض أن طول نصف القطر = نق‎ ١ الكل‎ ١ 
бйз ا ام یعطق‎ 


فنحصل على معدل التغير 
ہو يه в‏ ۱ ۷ 
Е ГА.‏ و ٭ 
с‏ سے = ط (۱, ۱+ 1) 
و و 
١٢,۱۶‏ ط۳۸ 


7 +- ئ ۳ 
ماوخ #=\( 


في التمارین من (۱) إلى (М)‏ آوجد معدل التغير لکل من الدوال الذکورة على الفترة المعطاة» 


موضحاً إجابتك بالرسم البياني : 
(١)د(س)‏ ۲ س -۱ зя‏ 
(۲) د (س) = ۸ - هس [ ۲» ۲ ,۲] 
(۳) د (о)‏ = )+ ۲)۲ [ ۲ و ۰۱ ۳] 
)209 (س) < س۲+ ۳ er]‏ ۳,۱] 
)0( = بام +۳ [- ۲ ۱] 
СО‏ ص = س" [-۰۲ ۲] 
(0) ص = س" - е] ١‏ 
في التمارین من (А)‏ إلى (۱۳) أوجد معدّل التغتر لكل دالة على الفترة المذكورة : 
(А)‏ د (س) = ۳ س - ه عندما س = ١١٣ھ‏ = ٣و‏ 
(А)‏ د (س) ‏ س۲- ۲س عندما تتغیر س من ۳ إلى ٤‏ 
(۱۰) د (о)‏ >۲ + ںہ عندما تتغیر ده من ٥‏ ال ۳ 
)١(‏ د (س) = اس عندما تتغیر س من ٩‏ إلى 5 7 , ٠١‏ 
(۲) د (س) = ۷س +۳ عندما تتغیر س من ۱ إلى - ١‏ 


(ا) عندما تتغير س من صفر إلى ١‏ 


(ب) عندما تتغیر س من صفر إلى - ۱ 

)>( عندما تتغیر س من -۱ إلى ۱۰ وضح إجابتك بالرسم . 

(ع۱) يتحرك جسیم في خط مستقیم بحیث یکون بعده عن نقطة ثابتة بالسنتیمتر بعد ىہ ثانية 
معطي بالعادلة . 

ف = ںہ" - ٢ں‏ + ۰۵ احسب 
(ا) سرعة ا جسیم التوسطة خلال الثانیة الثالثة من حرکته . 
(ب) سرعته التوسطة خلال النصف ثانية التالیة للثانية ا خامسة من حرکته . 

)>( سرعته التوسطة خلال الفترة من بح ۲ ث إلى له < ۲,۱ ث 

)>( سرعته التوسطة خلال الفترة من ہ= ١ث‏ إلى ىہ = ٣ٹ‏ 

(۱۵) يتحرك جسیم في خط مستقيم بحيث تكون سرعته عند اللحظة ده معطاة بالعلاقة 
رع به" + ۲ /ث. احسب معدل تغير السرعة بين ىہ = ۲ ثانية» له = ۳ ثانية . 


)١17(‏ فقاعة من الصابون كروية الشكل تتمدد محافظة على شكلها الكروي . احسب معدل 
التغير فی مساحة السطح الكروي للفقاعة عندما يتغير طول نصف قطرها من ٦‏ ملليمتر إلى 
٢‏ مللیمتس ОД‏ مساحة سطح الكرة هو ٤ط‏ نق" . 

(۱۷) وعاء أسطواني الشكل طول نصف قطر قاعدته ۷ فيه ماء . إذا برد ا ماء بحيث تغير 
ارتفاعه في الوعاء من ۱۲ إلى ٠۰‏ فأوجد معدل التغير في حجم الماء . 


ا 
٣- ٤‏ مشتقة الدالة: 


لنفرض أن معادلة النحني البین في الشكل (4 - 0( هي ص = د (س). لقد عرفنا أنَّ القدار 
درس,+ ه) - د( س) 


А 
. هو ميل الستقیم الذي يمر بالنقطتین (س,» د (س, )) 3 (س, + هه د (س, + ه))‎ 
الا سینقت العيادة من‎ 

ونسمح للعدد ه بأن يتناقص д‏ ي5س 

بحيث يبقى موجباً . ل 


۲ 


من الواضح أنَّ المقدار : г)‏ 
Ј‏ 


درس +ه)- د(س) ضع عاو ممع عون وده دمت وده د (س + هم) 
А‏ 
يصبح دالة في ه وسنؤكد ذلك ہت د (س + ھهم) 


بكتابة 
“(ه)- 


ү = а Ф А حيث‎ 
: ولاحظ أنَّ‎ )۵ - ٤( الشکل‎ 


د(س +ه)-د( س) 
А‏ 


س 


دس سرت 


. ميل الستقیم ل, الذي يمر بالنقطتین | «ب,‎ = А 


درس + ه,) - د( А (е‏ 
аала, ©;‏ > ميل الستقیم ل, الذي يمر بالنقطتین ١ء‏ د . 


ہیں رطع شرت د کا د ن йды‏ یم باقن هس 
۰ لخ. 
ما هي نہایة الدالة “(ه) عند ما تقترر ب ه من الصفر ؟ أي ماذا تمثل النهاية 

Р‏ د( س, + ه) ٭و(س) 


5 . < А 
وملاحظة‎ (0 - ٤( من الناحية امندسية یمکننا أن نجیب على هذا السژال بالعودة إلى الشکل‎ 
الستقییات ل,» ل,» لب . . . تقترب من الستقیم ل ا ماس‎ ОР أنه كلما اقتربت ه من الصفر‎ 

للمنحني عند النقطة ا وعلیه نستنتج أن : 


یج = ميل المماس ل عند النقطة (س,» د(س,)) 


احق الشکل )8 - ۵) آن ه نترب من الصفر من جهة البمین لنقطة الصفیه أي من خلال 
الاعداد الوجبة» وعلى الطالب أن یتحقق من صحه النتيجة عندما تقترب А‏ من الصفر من جهة 
السا 

یسار. 


تعریف ٤(‏ - ۱) 
إذا كانت الدالة ا حقیقیة د معرفة على الفترة الفتوحة (۱» ت) 
(о ‹1) 35‏ < ح 


وکانت س, 3 (ее!)‏ فإن النهاية : 


ما ۳ سح +ھ) = دز (о‏ 
و € . А‏ 
سی وجدت. تى مشتقه الدالة صن = د (س) عند سم ویرمز غذه النهاية بالرمز 
د(س,)ء ویقال عندئذ д]‏ الدالة د قابلة للاشتقاق عند س, . 


ملحوظة(5 - ۲) : 
١‏ - مما سبق نستنتج أن مشتقة الدالة ص = د (س) عند س, هي ميل ال ماس لنحني الدالة 
عند النقطة (س؛ د (س,)) 5 


۲ - باعتبار أن س = س ,+ ه فان اقتراب ه من الصفر أي ه -+ . » ینیب аде‏ س 
تقترب من س, » أي س + س, » فنحصل على الصيغة الأخرى للمشتقة : 


(= عفر‎ (А „ўз 


کن 75 


لس )دنا Кә»‏ (٤؛-٢)‏ 
من ۴س من ۱ 


باستخدام التعريف أوجد مشتقة الدالة ص - س" عند النقطة س - ۱ 


د (س) = س" 
د (۱) = ۱ 

د (۱ +ه) = (۱ (А+‏ = ۱+ ۲ ه +ھ' 
Үү) _ 0) 3 (80)‏ اه اه ]۷ 
ھ № 

= ۲ + و 
5)\( = نها د(۱+ه) - د(۱) 
А‏ < . 5 
= نها т)‏ + ه) 
А‏ < . 


لاحظ في الشکل (4 - )١‏ أن الماس لمنحني الدالة عند النقطة (۰۱ ۱) هو الستقیم ل وآن 
ميل ل = ۲ ۰ ما يؤكد أن مشتقة الدالة عند نقطة ما تساوي ميل ال ماس للدالة عند تلك النقطة . 

لنحسب الان 5 (س) عند أي نقطة أخرى (س,» ص,) على منحنی الدالة ص = س" 

шы 4‏ و دزرس +ه) - د (н)‏ 

А р د(س,)‎ 


(س (А‏ دس" 
= ها س١ мл‏ 


٤= )۲( ۲ - )۲( 5‏ = ميل المماس عند )#47( 
5() =()=. = ميل المیاس عند ٠٤(‏ ۰) 
کور جج ہہت > ميل الاس عند (- ۰۱ ۱) 


о“! = (#75‏ )+ ۳۲ 
هو ميل ال ماس للمنحنی ص = س' عند النقطة (س,» ص,) و إذا اتفقنا على اعتبار أن ميل 
ال ماس للمنحنی عند نقطة ما عليه هو ميل النحنی عند هذه النقطة فإننا نحصل على النتيجة 
42141 : 
ميل المنحنى ص = د(س) عند أي نقطة (س,؛ ص,) على المنحنى يساوي المشتقة د (س,) 
عند تلك النقطة . 


أوجد مشتقة الدالة ص- ا س+ ب عند أي نقطة (س» ص) حيث اء ب عددان حقیقیّان 


ثابتان . 


. ))۷ - ٤( (انظر الشکل‎ + аа (за) 
о + ا(س +ه)‎ (2+) ә 
(اس + ت)‎ - (о + د(س +ه) د (س) = (اس + اه‎ 


= اھ 


۲ درس+ه) - د(س) 


)۷- ٤( شکل‎ 


وكا تعلم من قبل فان الدالة ص = اس + ب تل خطاً مستقیاً ميله ا؛ وهذا یتفق مع 
نتيجة المثال ٤(‏ - ۵). أي أن ميل النحنی یتغیر بصفة عامّة من نقطة إلى أخرى ولکنه یبقی ثابتا 


)15 كان النحنی Дод‏ 
وا حقيقة أن مفهوم الشتقة یکتسب А]‏ لکونه سل وبا تحليلياً للحصول على ميل المنحنى 
عندما یکون هذا الیل роса‏ 


معدل تغیر الدال عند نقطة : 


Е + и"‏ َ‫ 7 م و 
ف البند السابق اعتمرنا القدار د (س, *ه) - د (ые‏ ٠ھ‏ #6 صفراء مقیاسا لعدل تغتر 
: 7 


الدالة ص = د (س) بالنسبة للمتغيّر س على الفترة [س,» س, + [э‏ والآن سنعتبر المشتقة : 


. د(س, + ه) - د( س) 
و 5 Б А‏ 


على آنها معدل تغير الدالة ص = د (س) بالنسبة للمتغير س عند النقطة (س,» د (س,))۰ في 
الشكل )١ - ٤(‏ مثلاً نجد أن معدّل تغير الدالة ص = س" يساوي 
- ۲ عند النقطة (-١ء‏ ۱) 
صفراً عند النقطة (۰۰ ۰) 


۲ عند النقطة (۰۱ (١‏ 


آما في الثال ОР )١ - ٤(‏ معدل تغير الدالة الخطية ص = اس + ب هو العدد الثابت | 

2.0 

والآن لنعود مرة آخری إلى الشال (4 - ۱) حیث یتحرك جسيم على خط مستقیم حسب 
المعادلة ف = د (э)‏ . با أن موقع ا جسیم عند اللحظة үә‏ هو د (ہ) وعند اللحظة به, + ه هو 
د (بب + 5( فانه یکون قد قطع السافة د )+ 6 - د(ب) خلال الفترة бә]‏ ا [a+‏ 
والتي طوفا А‏ وبذلك یکون متوسط سرعة ا جسیم خلال هذه الفترة الزمنية هو ناتج القسمة : 


د(س +ه) - د(رنی) 


ھ 


ومن الواضح аЙ‏ كلا كان العدد ه صغیاً (دون أن يكون صفراً) كان القدار 
د( له +ه) - درن ) 


2А 


تقريباً آفضل لسرعة ا جسیم عند اللحظة نه » حسب مفهومنا ا حدمی للسرعة ؛ ولذا فان 
السرعة اللحظية أو الانية للجسیم عند اللحظة үә‏ تعرّف بأنها المشتقة : 
Баса ИЕ‏ 
کے А‏ 
وبعبارة آخری فان سرعة ا جسیم الذي يسير حسب المعادلة ف = د (м)‏ عند اللحظة сүэ‏ 
هي معدل تغبر داله السافة بالنسبة للزمن عند اللحظة ۷,. 
وفي ا حالة الخاصة ف = ә‏ استنادآلل العادلة ٤(‏ - ۰6۳ فإن د )00( تساوي ٢ب‏ فنستنتج 
أن سرعة ا جسیم تساوي . 
۲ × ۰ = صفراً عندما, = صفرا 
Үү =١ × ۲‏ ث عندما = ۱ ث 
Үт 2۱,۲‏ ث عندماه = هراث 
..إلخ. 
ملحوظة ( - ۳) 
عندما تکون الدالة د : س- س ص قابلة للاشتقاق عند كل نقطة في مجال تعريفهاء أي عندما 
تکون د (<) موجودة لكل س 3 سی فان 


5( سي دا ها دا 


تصبح دالة جديدة معرفة على -- بکاملها» هي دالة الشتقة د العرفة على س . 


وقد وجدنا في المثال ٤(‏ - ۵) ]2 مشتقة الدالة 


دشا س Сеш‏ 


هي الدالة : د(س) ‏ اس س 5 ۶ 
کما توصلنا في ا مثال (4 -5) إلى أن مشتقة الدالة الخطية 
з‏ إن )اک | خان 


وكل منها معرّفة على محموعة الأعداد الحقيقية ۶. 


أوجد مشتقة الدالة د (س) =|„( سه 2 ۶ عند النقطة ض = «рда‏ إن وجدت . 


 )۰( 5‏ نها در +ه) - د(۰) 3ے %( 


بالرجوع إلى الثال (۳ - ۳4) یتضح لنا أن هذه النهاية غير موجودة» وهذا يعني أن دالة 
القیاس د (س) =| س| غير قابلة للاشتقاق عند س = صفراً. 

بإمكاننا أن نفسر المشكلة التي واجهتنا في الحصول على مشتقة الدالة د(س) = | س| بالرجوع 
إلى تمثيلها البياني في الشکل (4 - ۰6۸ حیث یتضح لنا أن النقطة (. » . ) هي نقطة انکسار في 
منحنی الدالة یتعذر عندها تحدید ميل الان . 


ЕСИ 


تحقق من وجود مشتقة الدالة د (س) =| س | 
گیا فى الشکل )4 - .)٩‏ 


فتستنتج أن جال تعريف المشتقة د هو +۱ 
مجموعة الاعداد الحقيقية باستثناء الصفر أى 
Е‏ @ 
[Е‏ 


(4 ٤( شکل‎ о-ө 
. ١ #6 ابحث قابلية الدالة د للاشتقاق إذا كانت د (س) ا > حيث س‎ 
еы 


د(س + ھ) - د (س) = 


۱ عندما تکون س > صقر 
-۱ عندما تکون س > صفر 
۱ 


س + ه - ۱ 


< (س - ۱ +ه +۱) - (س + ۱) (س +ه - ۱ 
لمن +ه- ۱ ] من ۱۱ 
АҮ - ۳‏ 
а)‏ ده -١)(س‏ ۱۰ 
> (س +ھ) - د (س) _ ۲ 
А‏ (س +ه - ۱) (س - ۱) 


ТОРУ‏ ی سس 
ویو کس یہ 
ү –‏ 
(س - ۲۱ 
ما ند (س) معرفة على = - ]١[‏ فإنَّ: 
د (س) = Ты”‏ قابلة للاشتقاق عند کل نقطة في „Ше‏ 


س - ۱ 


ابحث قابلية الدالة د للاشتقاق إذا كانت د (س) = ۷س حیث س 3 [۰ (оо‏ 


لكل س في الفترة الفتوحة (۰ » ) لدینا 
د(س +ه) - د (س) _ اس 7ھ - اس 


د (س) غا 
= ۱ 
امن 
س ۹ ۸ ٦‏ ۵ 3 ۳ ۲ ۱ 
لاحظ أن 5 (س) غير معرفة عند س < صفراء أي أن مجال د (س) هو е.)‏ ©) . 
Е‏ لے ود ea ЕЕ‏ 
١ 3 у VY‏ 


أي 51 5(س) تتناقص Д5,‏ زادت س؛کما یتضح من الشکل (4 -۱۰) حيث يتناقص ميل 
النحنی مع تزاید التغیر س . لاحظ أيضاً أن الماس للمنحنی عند نقطة الأصل هو الحور 
الصادي» الذي میله غير معرّف . 

نختم هذا البند بالحديث عن العلاقة بين قابلية اشتقاق الدالة عند نقطة ما واتصاها عند 
تلك النقطة . لقد سبق أن وجدنا في الباب الثالث أن دالة القیاس ص = | س| متصلة عند 
س = صفراًء ثم اكتشفنا في الشال (4 -۷) أنها غير قابلة للاشتقاق عند هذه النقطة. ما يدل 
على أن اتصال الدالة لا يترتب عليه أنها قابلة للاشتقاق . ولكن العكس صحيح» أي أن وجود 
المشتقة عند نقطة ما يضمن اتصال الدالة عند تلك النقطة . وهذا هو فحوى النظرية التالية . 


نظرية (4 - 
]15 كانت الدالة د قابلة للاشتقاق عند س فإنها تکون متصلة عند س, 


البرهان 
من التعریف )6 \( نجد أن الدالة د قابلة للاشتقاق عند س, إذا كانت معرفة عل فترة 


مفتوحة حول س, وکانت النهاية 


ہے ше узу‏ ا Са‏ ی 


د (س, А‏ -<. ھ 


موجودة. لنفرض أن س هي أي نقطة آخری في جال تعريف الدالة دہ أي أن س # س, . 


بأخذ نهاية طرفي هذه العادلة عندما تقترب س من س, وباستخدام خواص النهایات من الباب 


القالك كان اد سات ادس )ا داسا دس[ یبا (س - س,)] 
سس 


س ٤‏ س۱ س ые‏ س ٤‏ سا یں м^‏ = س١‏ 
ولکن ناد (س) = د(س)) لان د (س,) оле‏ ثابت 
سن )س 


پا ا دی )ایو قال 


= د (س,) 
ما يدل على أن د متصلة عند (س,) 
نتتيجة(٤-١)‏ 
إذا كانت الدالة د غير متصلة عند س, فانها غير قابلة للاشتقاق عند س, . 
وني الشکل التالي ثلاشة نیاذج تبین الاحتمالات الممكنة عند النقطة س = صفراًء (أو أي نقطة 


آخری) . 


~ 


۱ ۲ 


دالة متصلة وقابلة للاشتقاق دالة متصلة وغير قابلة للاشتقاق دالة غير متصله وغبر قابلة للاشتقاق 
عند س - صفرا عند س = صفرا عند س = صفرا 


)١١-4(لكش‎ 


غارین )$ = ۲( 
في التمارین من (۱) إلى )٤(‏ استخدم التعریف لاجاد مشتقة الدالة» إن كان ها وجود. 
وحدد جال تعریف مشتقة ثم احسب قیمتها عند النقطة العطاة н‏ 


(۱) د (س) = ۲ س + ۳ عند س < ۲ 


ارسم الشکل البياني للدالة . 
(٢‏ د (س) = س" +۲ س عند س ۶ ۵ 
(Ү)‏ د(س) = س"- ۵ عند س ٠١‏ 


ارسم منحنی الدالة والستقیم ا ماس فا عند س =\ 
(4) د(س)-س" ‏ آوجدد (س) لکل س 3 2 ثم احسب د (۱) 
)0( احسب مشتقة الدالة د (س) = ۷س -۱ على الفترة (۰۱ (оо‏ 


)٦(‏ د(س) = باس لکل س 3ع ۰ أوجد د (س) . هل د (۰) معرفة ؟ علل إجابتك 


(М)‏ يتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث یقطم مسافة ف ‏ من نقطة ثابتة في ن ثانية 
حسب العلاقة : ف = ن" + ۲ ن. آوجد معدل التغير في السافة بالنسبة للزمن (یسمی هذا 
العدل سرعة ا جسیم عند اللحظة (О‏ ثم آوجد قيمة هذه السرعة عند ن = ۳. 

: حسب العلاقة‎ Ё یتحرك جسیم على خط مستقیم بسرعة‎ (Л) 

ع = ن" - ٣ن‏ + ۵ // ثانية أوجد معدل التغير في ع ثم أوجد قيمة هذا العدل عند ن = ۳ 


اق 


)4( صفيحة معدنية مثلثة الشکل ومتطابقة الاضلاع تتمدد إذا سخنت محافظة على شکلها . 
آوجد معدل التغیر فی مساحة الصفيحة بالنسبة لطول ضلعها . ثم آوجد قيمة هذا العدل عندما 
یکون طول الضلع مساويًا ١‏ . 

(۱۰) تتمدد كرة معدنية با حرارة» آوجد معدل تغیر حجمها بالنسبة لطول نصف قطرهاء ثم 
احسب هذا العدل عندما یکون طول نصف القطر „Сү‏ 


4 -4 قواعد الاشتقاق : 
الاشتقاق هو عملية إيجاد المشتقة . فإذا كانت لدينا الدالة ص = د (س) فإننا نشتقها بالنسبة 
للمتغير س للحصول على د (س) . وقد جرت العادة على كتابة المشتقة : 


ها > (س + ه) - 5 (س) (о—-%)‏ 


۷ 3 
بالصورة 3 (س) أو -— > مع مراعاة أنَّ هذا الرمز الأخير لیس دص مقسومًا على оез‏ 
وإنما هو رمز آخر للنهاية (4 - 0). ولعلّه من المفيد أن نعطي تبریر لاختيار الرمز مش 
نلاحظ أن المقدار: 
د(س + ه) - د (س) 
هو ДАЈ‏ فی ص الترتب على التغتر ه في س. فإذا استخدمنا ا حرف اليوناني ۸ «دلتا» 
للدلالة على التغتر فان ۵ س = ه ۸۰ ص = د (س + ه) - د (س)» فنحصل على الشتقة 


د (س) = نپا د (س + ه) - د (س) 


)۱۲- ٤( شکل‎ 


الشكل (4 -۱۲) ب إن عص 
3 پو “A‏ 


هو ميل الستقیم القاطع لمنحنى الدالة د عند 
و 
سوس +۸ س » بینا ке‏ هويميل 


باستخدام تعریف مشتقة الدالة نستنتج الآن قوانین عامة في حساب مشتقات بعض الدوال 
الأولية . وفيا يلي سنفرض ضمناً أن جمیع الدوال التي نعالجها دوال حقيقية معرّفة على فترة أو 
فترات مفتوحة من الأعداد الحقيقية» مالم يذكر خلاف ذلك . 
نظرية (4 - ۲) 
مشتقة الدالة الثابتة هي الدالة الصفرية» فإذا كان د (س) => حيث > = عدداً ثابتل 


۳ _ (ح)‎ з 
. سن = صعرا‎ ٤ 


فان 5(س) = صفراً أو بعبارة أخریء 


ملحوظة (4 -4) 

من العروف О]‏ الدالة الثابتة یمثلها بيانيًا خط مستقیم مواز للمحور السيني» وكا یعلم 
الطالب فان ميل هذا الستقیم یساوی الصفر. 
" نظرية ( -۳) 


مشتقة دالّة الدرجة الأول : 


حیث ۱» ب ثابتان هى الدالة الثابتة 


البرهان : 


ورد في المثال (4 )٦-‏ 


(۱) مشتقة الدالة ص = ۳ س- ۵ هي : 


(۳ س - ه) 


ү نا‎ ү al Ss 
دس تس‎ шик سس ہہ ی۔' جا یی‎ 
و‎ 


)0( مشتقة ص = س هي ك = | 


تعریف (4 - ۲) 
إذا كانت کل من د و م دالة في المتغير س فيرمز ШЫ)‏ الجموع بالرمز د + م ولدالة 

حاصل الضرب بالرمز د. ولدالة ناتج القسمة بالرمز س ونعرفها على الترتیب كما 

ا 

بای ۰ 


(د + ) (س) ‏ د (س) + (س) 


9 م ) (س) = د (س) ۰ ہ (س) 


г (‏ 
سي (س) = Суг‏ حيث م (س) 7 صفرا 


من التعریف نحصل على صيغة القوة ن للدالة د : 
د (س) = (د× 2% (ох. ж‏ (س) حیث د مكررة ن من الرات» ن 3 ط 
-د(س)۰۰۰<۷ <د(س) (د(س) مکررةن مرة) 


= [د (س)] ° 


نظرية (4 - 4) 


إذا كانت كل من الدالتين د وّ م قابلة للاشتقاق عند س فان دالّة المجموع د + قابلة 


(د +س] (س) 1 (س) +(س) 


البرهان : 


(د + (س) < نیا 87 ۱7707 2 ЕГО‏ 


ھ 


(з‏ [د(س+ ه) + م(س + ه)] - э]‏ (س)+! (س)] 


5 „А 


реси ۲ 


. < А 


ها و ше)‏ ويا “لس 1 ه) <> (س) 


А‏ -<. ھ 5 هه 


وبتعميم هذه النظرية لأي عدد من الدوال» نحصل على : 
نتيحة(5-5١)‏ 


إذا كانت كل من الدوال د,ء دب ۰۰۰۰ در قابلة للاشتقاق عند س فان : 


. النظرية (4 - 6) على حالة جموع ثلاث دوال» ثم آربع دوال‎ е 
)۵ - +) نظرية‎ 


إذا كانت کل من الدالتین د ء > قابلة للاشتقاق عند س» فإِنَّ دالة حاصل الضرب 


د  .‏ قابلة للاشتقاق عند س» ویکون : 


ее Е (د . 6( (س)‎ 


الرھان : 


(د. ) (س) = نها ә)‏ . 2) (س+ ه) - (د ۰ ) (س) من التعریف (؛ -۱) 


А‏ هم 


= د(س+ه) . م(س + ه) - د (س). ‏ (س) 


А‏ € . ھ 
وباضافة د (س) . > (س + ه) إلى البسط وطرحها منه ثم إعادة ترتیب احدود» 


تا آن: 


(د. م] (س) - نا دلس +ه) нае‏ ع (س +ه) 


د (س). (س + ه) - د (س) ‏ (س) [ 


حيث نام (س + ه) = (س) لأن م قابلة للاشتقاق فهي متصلة عند س» حسب 
النظرية (4 - ۱). 

(е ٤( نتيجة‎ 

إذا كان > عدداً ثابتاً وكانت د دالة قابلة للاشتقاق عند س فان (ح . د) (س) = <. د (س) 

الرهان : 

نتيجة مباشرة للنظرية ٤(‏ - ۵) والنظرية ٤(‏ - ۲). 

)٤- 4( نتيجة‎ 

إذا كانت الدالة د قابلة للاشتقاق عند س ОР‏ الدالة د" أيضاً قابلة للاشتقاق عند س 
ومشتقتھا (د') (س) = ۲د (س) د (س) 

الرهان : 

بتطبیق النظرية (4 - ۵) على د" = د . د نجد ЙЯ‏ 


(„)С»)‏ = (د . د (س) 
= د (س) . د (س) + د (س) . د (س) 
= د(س) 5 د (س) 
ما 0-0 
أوجد مشتقة الدالة ص = (س - ۳) (۷ - س س) 
еи‏ 
نطبق النظرية (۵-6) باعتبار د (س) < ٥س‏ - ۰۲ م (س) = 7 - ل ЕРРЕТИ‏ 
علی: 
پک( و (مس (т‏ . (۷ - لے-س) +(ەس -۴). ہش (۷ - سل س) 


۱ 


= (۷- ل س)+(ہ س -۳)) وی من النظرية (4 - ۳) 


22-3 مشتقة الدالة ص = (؟ س - \( عتل بين = 


بتطبیق النتيجة ٤(‏ - ۲)» حیث د (س) = ۶س - ۰۱ 


ы دص‎ аа 
)۱ - کک اس چ س‎ ор 
ہے‎ ١ ص‎ 
سس =( وعند س = ت- تکون‎ ( = 


و 
5 
5 
قيمة 5 = ۲(۸ = 1( 


А = 


сн 
على حاصل ضرب الدالتین‎ (о - 4) نطبق النظرية‎ 
س فنحصل على‎ - ١ - (س)‎ 7» )۱ +١ د (س) = س (۲س‎ 

تک - (یے [س (۲س + ])١‏ ) (1 - س) + س ٢(‏ س + )یس (۱ - س) 
ولكن 

23 [س (۲س + ])١‏ = (۱) (۲س + )١‏ + س (۲) من النظرية ٤(‏ - ۵) 

= + \ 
إذن : 


ا = не)‏ ١)(1-س)‏ اس زاس (УЕ‏ 


عه كن + اين ١‏ 
تسوت 
(۱) حاول أن تستنتج قانون مشتقة حاصل ضرب ثلاث دوال : 
لداع قاد و . سے بیع او ا عدوي سم یئ" 
مرخ النظرية (£ = „сё‏ 
(۲) ها а ла‏ “ابو ع هس یں ۴ لاون т=ш=‏ 
فأوجد كلا من : ص » ما » ف 


ثم أوجد ت إذاعلمت أن هه ص .ئ .ف 


о‏ 4 س 3ے 


حیث эо‏ }000{ هی الدالة 


الرهان : 
سنستخدم الاستقراء الرياضي لإثبات النظرية : 
آولا" : عندماہ ру‏ 
۲ 
ه (س ) 
کس 


اا 
بها يحقق القاعدة في هذه الحالة . 


۲ > القاعدة صحيحة للعدد الطبيعي له‎ ОТ لنفرض الآن‎ са 


> 
4 س А‏ 
а‏ > ۱ ۳ 
دس سن 0-9( 
ЈС‏ : نطبق النظرية ٤(‏ - 0) على الدالة كيين = س . س“ 
ы‏ > 
۹ ص اس ә‏ س 
аі‏ عل : دن ۳0 سس "02 


يه 


= مر" + س (نه, س"1 > ١‏ ) من المعادلة )٦- ٤(‏ 
= (نه, + ۱) س٠‏ 
بها حقق القاعدة ٤(‏ - ۵) للعدد الطبيعي دہ + ١‏ 
إذن القاعدة صحيحة لكل عدد طبيعي أكبر من ١‏ 
ملحوظة )#-0( 


سبق أن عو لحت حالتاه = صفرا ١ = ө‏ من خلال النظريتين: (4 - ۲)» ٤(‏ - ") على 
الترتيب 


من النظرية (؛ - 6) فان : 


دص ء (س ) 1 5 

یس шш‏ یہ ہے ы де‏ 
سس ИСЕ‏ من النظرية )١- ٤(‏ 
جوش ۴ش 


ویمکن الحصول على هذه النتيجة بطريقة أخرى» وذلك بکتابة الدالة على الصورة 
ص = ۲س'+ س" 


ثم تطبيق النظرية )٥٤- ٤(‏ . ستجد أن : 
+„ 5 ‚ و 
оз‏ وس 


)۳ - ٤( من النتيجة‎ “ыр ше 
(\- ک رش ا" من النظرية‎ 
ان‎ „А = 


لعل في ا مثال ٤(‏ - ۱۵) ما يوحي بالنتيجة الاتية : 
نتيحة ( $ - ۵ ) 

مشتقة كثيرة امحدود من الدرجة ده 

.= ۴ یں ای # يباج К‏ س* 


العزفة على مجموعة الاعداد ا حقیقیة لكل عدد طبيعي сз,‏ هي كثيرة الحدود من الدرجة ده- ١‏ 


لكت و بو .+| دح 
كس ۱ ۽ س + Ы‏ رس " لكل س 
البرهان : 
د ص 0 
وس 7 کسی. Р)‏ ا ين 2 لس Ра‏ *) 
و و 
= + بح (ا,س) + ب (ا,س) +.... + ہہ (ل س ) 
о ۲ б‏ 
م ےا ال حلم و شعي РЗИН‏ سن 
۲ س کس о‏ كس 
аен ИТР Ж.‏ 
۳ ۷ 
عند س = ۱ 
5 ص و ۲ Р‏ ۷ 


ی زامن بن < ص 


۷ $ وى‎ РҮ 
( ) ++ —- م لد ہہ ہے‎ 
о” З دس سس‎ 


= (عس ۲۸ (#اس"')- 1 + 


ےو اس ١2‏ 
۳ ۷ 
وهی مشتقة كثيرة ال حدود »)„ ۳٣‏ س' ۴۶ س سیر سے » وقد كان بإمكاننا 
الحصول علیها من تطبیق النتيجة (5 - ۵) مباشرة. 


و 
ميل الماس لمنحنى الدالة عند س = ١‏ هو قيمة الشتقة کے 


ف5س 


عند س = ۱ + ی : 


(л) ۰+ ۲/۱( ۱۲ = (л) 5‏ -۱ 2 ۱۷ 
آوجد قیم س التي یکون عندها ميل المماس لنحنی الدالة 
Р _‏ 1 ۷ 

ص - ۲س ۲۳ س -س+ے- 
مساویا للعدد - ۱ 
بها أن ميل المماس = د (س) فالطلوب إيجاد جذور العادلة 5 (س) = -۰۱ 
ومن ا مثال السابق نجد أن هذا یعطینا : 

۱2۶۱2 р 


٦‏ س' (۲س + )١‏ = صفراً 


۱ 
о سے‎ 


لہس الیل آن سرک هت ي وال كيف خان سکن أن سمل عل الباہات 
الطلوبة ف ОЕМ‏ السابقین دون اللجوء إل الاشتقاق؟ لا شك بأنه لن یکون آمامنا من وسيلة 
سوی الرسم البياني» والقیاس. وعلى الطالب أن يتصوّر الجهود الطلوب لرسم الدالة ص = 
کو من . ثم مشكلة الحصول على جواب دقیق من خلال هذه الوسيلة 
التقريبية في جوهرها. لقد استطعنا في ا مشالین السابقين بفضل مشتقة الدالة أن نحصل على 
المعلومات المطلوبة بسهولة ودقة دون الحاجة إلى معرفة أي شيء عن منحنى الدالة. بل سنجد 
في بعد أن معرفة المشتقة تساعدنا على رسم الدالة . 

)۷ - ٤( نظرية‎ 

إذا كانت الدالة د قايلة للاشتقاق عد س وکانت د( س) + صفراً ناد الدالة 
س = حل . أيضاً قابلة للاشتقاق عند س» ویکون : 


2 


_ ЕВЕ и 
(У 3 се] >] (س)‎ 


درس +ه) - د(س) ۶ ا 
ور تھے үе‏ ۶1.۰.0 


وحیث إن د قابلة للاشتقاق. وبالتالی فھی متصلة فان نها لبد هه ا 
ونحصل على : | ۰۶ د(س +ه) د(س) 
РГА‏ انب مما 
]2 (س)]" 


١ 5‏ 
وی ا ہیا ہیں مس عند أي عدد حقيقي باستثناء العددين ۲-۰۱ ثم 


نطبق النظرية ٤(‏ - ۷) باعتبار أن الدالة د (س) ‏ س" + س - ۲ قابلة للاشتقاق عند أي 
عدد حقیقی» کیا ان 
У‏ ) (س + ۲) 2۶ صفرا 
إذا کان س ٭ ۰۱ - ۲» فتحصل على : 


عص _ _ د(س) 
دس [د(س)]" 


ا 
(س" + س - ۲)۲ 


وعندما تکون س = -۱ فان : 
ص FOS‏ 
وس ете)‏ 


أوجد ہیں (س ) „гш‏ # ضفراً 
س 
з те‏ ۱ 
دس أ وی КЖ,‏ 
۱ $ 
к=‏ كر 
ГҮ‏ و 
о)‏ 
= ×۷۰(س') 
ے کے 
۸ 
س 
= ہیں 00 لت 
والواقع ОЙ‏ هذه النتيجة قابلة للتعمیم على النحو التالي : 
كس _ له-1 
ين حيث نه عدد صحيح سالب » س ж‏ صفرّاء 


وسنترك البرهان للطالب. وبا أن هذه القاعدة صحيحة في حالة ده = صفرا 
كما أنها صحيحة لأي эде‏ صحيح موجب؛ حسب النظريتين (5 - 037 و (4 -1) فإننا نحصل 


حيث س Ф‏ صفراً عندما به < ۱ 


والنظرية الاتية هي تعمیم للنظرية ٤(‏ - ۷) : 


نظریة (؛ A‏ 
إذا كانت کل من الدالتین э‏ قابلة للاشتقاق عند س» وکانت د (س) < «а‏ فان 
الدالة .ع = س أيضاً قابلة للاشتقاق عند س » ویکون 


(۹ 3 ا5‎ =) Ё 


الرهان : 
б 2065.‏ = سے تس 


ومن النظرية (4 - (У‏ نحصل على : 
س 5(س) 
ا درس سا درس 
د(س) .اس -ہ (س). 5 (س) 


кыз (%—&)4Ь, > 


عندما تکون الدالة -(س) = فٍن ‏ (س) = صفراً وتتحول القاعدة )٩ - ٤(‏ إلى الصيغة 
)8 -۷). 


۳ ۳ و‎ А 
„з = 0 = الذالة ص‎ А اوحد‎ 


۲ - س٣‎ 


А‏ | سی 
ثم احسب ميل ال ماس لمنحنى هذه الدالة عند النقطة (. ж,‏ 


ہےر رح 
بتطبيق القاعدة ٤(‏ -۹) حيث > (س) = ۲ س + ۰۳ د (س) = ۳ س- ۲ نجد أنَّ: 
ш‏ (س -۷()1)-(اس +۴()۴) 


٣( о” 5‏ سے ЧК‏ 
كص - ١”‏ 
دمن (۲ مین ۲ 
с =‏ و 
وعندما س = صفرا فان : حص ت 
РА о”?‏ 


تدریب (4 - 4) 


е^ 


آعد برهان النظرية ٤(‏ - ۸) باعتبار ع = т;‏ 2.66 وتطبیق النظرية -٤(‏ ۵). 


ثم استنتج النظرية (4 - (У‏ باعتبارها حالة خاصة من النظرية (4 - ۸). 


أكمل الجدول الآ تلخيصًا لقواعد الاشتقاق التي تعلّمتها : 


سض << . د (س) > عدد حقيقي ثابت 


5 
1 یسید‎ _ гин 
1 5 


ارين (4 = 
آوجد الدالة الشتقة لكل من الدوال الاتية : 
۱)د (س) = س" 
۲ (س) ۸س" 
”)د (س) = س٦‏ - ٣‏ س٢‏ + س٠٠‏ 
٤)د(س)‏ = س" حیث ‏ عدد طبيعي 


۱ 


6 (س) = اس" حيث | عدد ثابت» ده عدد صحیح . متی یتعذر وجود المشتقة عند 
س = صفرا ؟ 

) + د (س) = س (س"‎ )٦ 

۷ د (س) = )= س' - ۱) (س" + هس + ۲) 

ү س‎ E = د (س)‎ (А 


۱ 
۹د(س) = (٢س‏ + ۳) ( са‏ )» س ٭ صفرا 


۲س + ۱ 


۰) د (س) = س + ه » س # -ه 
و" ۱ 
کا ری طح د د ع 
1 
ے Е.‏ كيه جح ИБ.‏ + \ 
۲( د Фл; CT (о)‏ 


آوجد قيمة الشتقة لكل من الدوال الآتية عند النقطة الذکورة : 


٣د‏ (س) 


а = (س)‎ +٤ 


РҮ 


عند س = صفرا 


عند س = ۱ 


س ۴+٣‏ 
68 (س) (س ) (سی = ؟) (س = ۱۳ ٠١ шв.‏ 


. )۲۹( ОЗ) التهارین من‎ КЕТТ. 


۲ وی عو =„ (س -۳۲) 
۷) د (س) - (س" + ۲س - ۲) (س" + ۲س + ۳) 
۸)د (س) = (س ۲ + س - ۳) (س" + س - ه) 
48 (س) = (س' + س + ۲) ۲ 
۰) د (س) > (س' = 3( 
ی ری ۲۱۱ 
۲ صص) ٭( سی ٩۱۱۳‏ 
س" + ۳ 
۳) د (س) ES‏ ؛س -۲ 
س + ۲ 
۶) د (س) = س "+ ۱ 
۰٥‏ د (س) تع لس ۲۲ , # тү‏ 
س٣۴‏ 
زی (ӨК‏ 
5)د (س) : ۸ س ۶ 1 ۳ 
فن ٠>‏ 


ابحث قابلية اشتقاق الدالة في التهارین من (۲۷) (ТӨШ‏ 


آطو ای“ 
من Т‏ امن 
OY‏ کور کے 
س ٣‏ امن 
ار ع 
س ٣س‏ 
(ТА‏ (س)- ۲ 
من к‏ 


9) د (س) = (س +۱) (س" - ۱) 
е (о) ٣‏ ی 4) 
۱ د (س) = (س - ۱) (س" - س - ۲) 
_ ك + ۱ 
(+a) (ra)‏ 


۱۴ زس‎ 
احسس ا ة(.)‎ 5-١ ع‎ А Е СИЕ ) (r 
۱ Чун {з= И 


٤‏ أوجد النقط على النحنی ص = س" -س ۱+ 9 سه التي يكون عندها کد د 
(۳۵) آوجد النقط على النحنی ص = ۲ س" + ه س" + ۷ التي یکون عندها та‏ ۱1 
(۳) ما هي نقط النحنی ص = (س + ۲)" التي يكون عندها ا ماس موازيًا للمحور 
السيني ؟ 
۷ ما هي نقط النحنی ص = س" التي یکون عندها ا ماس موازيًا للمستقیم ص = س؟ 
وضح إجابتك بالرسم . 


۲) د )ك( »اك عو ۲ احسب 3(.) | 


(4 - ۵ ) تطبیقات هندسية وفيزيائية 

آشرنا في البند ٤(‏ - ۳) إلى العلاقة بين مشتقة الدالّة ومیل اماس للمنحنی الذي يمثلهاء 
ولعل فكرة الشتقة ظهرت رل ما ظهرت لاسباب منها حساب ميل اماس للمنحنى» ومنها 
خدمة آغراض الفيزياء في حساب السرعة والتسارع» وأصبحت أداة لا غنی عنها في صیاغه 
قوانین الحركة وقوانین فيزيائية آخری . 

وسنقدم هنا بعض النماذج ا هندسية والفيزيائية لتطبیقات ال مشتقة : 

7 تطييقات هندسبة : 

لنفرض أن الشكل (4 - ۱۳) يمثل منحنى الدالة ص = د (س)ء وأن (س,» د (س,)) نقطة 

ما على هذا المنحنى . 


إذا كانت ه ع صفراً فان 
(س, ٣ھ‏ دس +ه)) غثل 


نقطة أخرى على المنحنى ومن الواضح أن : 
ы‏ رت у‏ ,( 


„А‏ ھ 


هو ميل الستقیم ل, » الذي یمر بہاتین 
النقطتین . كرا سبق أن 
ذکرنا أن النهاية نها دزم ها ون 


إذا وجدت فهي عدد حقيقي يساوي ميل ا ماس ل للمنحنی ص = د (س) عند النقطة 
(س,» د (س,)) = (س,؛ ص,)» وتسمی مشتقة الدالّة عند س, ویرمز ها بالرمز د (س,)) 
نستنتج من ذلك أن معادلة الستقیم ل الذي يمر بالنقطة (س ,» ص,) والذي میله د (س,) هي : 


وهي معادلة ا ماس ل في النقطة бот)‏ ص,) 

,]15 كان الستقیم б‏ عمودیا على ا ماس ل ويمرٌ بنقطة التعاس (س» ص,) كما في الشکل 
(4 - ۰۱6 فان میل الستقیم مغ اللق سد ~ 
متدالسو ЕВ)‏ وای 


ә” ید‎ к= 


(ле ٤( شکل‎ 


آو пета‏ (س - س) )= ۱۲۱ 


ملحوظة (4 -۷) 
إذا كانت د (س,) = صفوا فان اماس ل یکون موازبًٔا للمحور السيني کیا هو موضح في 


الشکل (؟ - ۰۱۵ ومعادلته ص = ص, وفي هذه ا حالة فان العمود م یصبح موازیا للمحور 


الصادي ومعادلته بالتالي هی س = س, 


Ј 


أوجد معادلة کل من ا ماس والعمود لمنحنى 


١ 
١ - الدالة ص - ل عند س‎ 


ال 3 
شکل (ло)‏ 


۱ – 


د (س) = ۳ 
۱ 
هو ميل ا ماس للمنحنى ص = عند النقطة التى إحداثيها السيني س. إذن ميل المماس 


\ – 
۱ 


5)\(= سس - 


عند النقطة س< ۱ هو: е‏ 
)۱( 
Р‏ میں а‏ 1 7 ۳ 
ہیں = د (س) حیثٹ س = اا ص ۱۶ 
– \ 
سو А‏ ع و س٣‏ 
معادلة العمود 
о? о?‏ ۱ 
ي ي быз‏ 
= 
دل =\ 


)۱۱- ٤( شکل‎ 


(А-& ملحوظة‎ 

نلاحظ في الشکل (5 - ۱۱) أن الزاوية ھ, التي یصنعها ا ماس ل مع الاتجاه الوجب للمحور 
السيني تتحدد من العلاقة ظاه, = ميل ل = د (س) = -۰۱ А>.‏ < ۱۸۰ 
А <‏ = ۱۳۵" 


بینم الزاوية ھ, التي یصنعها العمود مغ مع الاتجاه الوجب للمحور السيني تتحدد من : 


ظاه, = ميلع =- =\ ۰٠ھ‏ ۱۸۸2 


(о) 5 
. 60 = ےم‎ 


ہے 

آوجد نقط منحنی الدالة د (س) = اس" - ۳ س" + ١‏ التي يكون عندها ا ماس موازيًا 
للمحور السيني . 

لل 

و (س) ۲۲۲ س"- ۲*۳ س 

دی ی اس 

یکون ا ماس موازیا للمحور السيني عندما یکون میله = صفراء 

أي عندما د (س) = ٦س‏ (س - ۱) = صفرا 

ے س = صفرا آوس 2 ۱ 

د(.) ١‏ د(۱) = ۲ ۱+۳ 2 صفرا 

إذن یکون اماس موازیا للمحور السيني عند كل من النقطتین (۰۰ ۰6۱ (۰۱ ۰) 
تطبيقات فيزيائية 

سنوجّه اهتمامنا الآن إلى التطبيقات الفيزيائية . لنفرض أنَّ جسی يتحرك على خط مستقيم 
بحيث يتحدّد موقعه (أي بعده عن نقطة ثابتة على المستقيم) بواسطة العلاقة : 

ف = د (ن) 


حيث ف هى الإزاحة (المسافة الوجهة) ںہ متغير الزمن» د دالة قابلة للاشتقاق. 


өө‏ سح 
رہ + = نه 
من المعلوم أن د \ - >) ,( 
هو متوسط سرعة الجسيم خلال الفترة من نه إلى о‏ + ه وني النهاية عندما تشول ه إلى 
الصفر فإن النهاية ۷ ас‏ 


كما سبق أن قدّمنا من قبل تعریفا لسرعة الجسيم اللحظية (الآنيّة) التي نسمیها سرعة ا جسیم 
عند اللحظة ىہ » أي أن السرعة عند نه هي د )0( سبيل المثال إذا سقط جسیم عند 
اللحظة به = صفرًا تحت تأثير جاذبية الارض فقد 
دلت التجارب على أن الإزاحة التي يقطعها هي 
تسارع الجاذبية 
الأرضية : ۹,۰۸۰م/ث' ما سبق نستطيع أن نقول 
بأنَّ سرعة هذا الجسيم عند اللحظة ده هي : 


ف = ج حا حيث < = 


Ын خی‎ у= = 


أي أن السرعة تتزايد بانتظام مع تزاید الزمن» 
كا تدل على ذلك العلاقة الخطية بين ع » ده في 
الشكل ٤(‏ - ۱۷). كما أنَّ السرعة هي معدل تغير 
الإزاحة بالنسبة للزمن؛ فإن التسارع ت بُعوّف Ж‏ 
معدل تغير السرعة بالنسبة للزمن . 
شکل (٤۔۱۷)‏ 
ب س6288 6ك э» шю‏ 21212121211172 


саре کاب‎ 

أثناء سقوطه یبقی ثابتاء ويساوي تسارع 

الحاذبيية» كما هو واضح من الشكل 
(-۱۷). 


)۱۷- ٤( شکل‎ 


من نقطة على سطح الأرض قذف جسیم رأسيا لاعلی و کانت الازاحة التي یقطعها 
(اعتباراً من نقطة القذف) فى ده من الثوانی بدءا من لحظة القذف هي 


ف = ۵ ,۲6 له - 06,4 Аа‏ 


* 


اوجد : 


أ) الزمن الذي یعود بعده ا سیم إلى النقطة التی قذف منها . 


ب) السرعة التي قذف مها ال جسیم . 
ج) „ай‏ ارتفاع یصل إليه ا سیم . 


د) اللحظة التي تکون عندها سرعة ا جسیم 7 , ۱6م/ ث . 


ھ) تسارع ا حسیم في كل حظة . 


ال 
(أ) نی اللحظة به = صفراً انطلق ا جسیم من مکانه على سطح الأرض» حيث ف = صفرا. 
يعود ا جسیم إلى نقطة انطلاقه على سطح الارض عندما تکون 
ف = صفرا = ۲4,۵ ں - ٤,۹‏ ده" = صقرا 


ے بل( ,۲۵ - ٤,٩۹‏ ) = صفرا 


زب ؟ _ و۲۵ 
мәте ©‏ وت وس 
بم) أن : نه = صفرا هي لحظة الانطلاق: Әр‏ الجواب المطلوب هو حظة العودة إلى نقطة 
الانطلاق = ٥ث‏ 
(ب)ع а (о)‏ عو )بت ۹(۲ )ت 
= ۵ , ۲۶ - ۸و٩‏ به 
هي السرعة عند اللحظة نه . والسرعة التي انطلق بها ا جسیم هي (у)‏ عندما تکون 
بح «аг‏ أي : 


سرعة الانطلاق = م (.) - ۲4,۵ م/ ث 


(ج) یصل ا جسیم إلى „ай‏ ارتفاع عندما تصبح السرعة صفراً» أي عندما 
۹٩۱۸ - ٢٤٥ = ()‏ ه = صفراً 
وهذا يتحقق عندما: 


وعند هذه اللحظة یکون الارنفاع 
#,4-(Ү, о) ۲,۵ =), о)»‏ (۲)۲,۵ 
(Т ۶‏ 
ا جسیم ۱6,۷ م/ ث هي قيمة ده التي 
تحقق العادلة 


مغ < ۵ و۲۵ - ٩۸‏ ه < ۱4,۷ 


4,Л=04,л ‹= 


لاحظ أن الجسيم یصل إلى هذه 
السرعة بعد ثانية واحدة من انطلاقه 
أي وهو صاعد. أما إذا كان الطلوب 
هو إيجاد اللحظة التي تصل فيها سرعته 
إلى ۱6,۷م/ ث وهو هابط» فان إشارة 
السرعة تصبح سالبة» ويكون الجواب 
حل المعادلة 


ТЕ, С.‏ رر هی 


)۱۸- ٤( شكل‎ 


=« ۸وه ن ۳۹,۲ 
حم ٤=‏ ث 
أي أن السرعة تكون موجبة (إلى أعلى) من ن = صفراً إلى ن = ۲,۵ ث٠‏ ثم تتحول إلى سالبة 
(إلى آسفل) من ن = ۲,۵ ث إلى ن = ٥‏ ث . انظر الشکل ٤(‏ - ۱۸). 
مات ما (ن) = - ۸ ,۵/0۹" 
أي أنَّ الجسيم يتحرك بتسارع ثابت هو تسارع ا حاذبیة الأرضية التي تشته إلى سفل 
فتتناقص سرعته وهو صاعد خلال الفترة [۰۰ ل ۲] ء ولكنها تتزايد أثناء ابوط خلال الفترة 


١ 
‚[0 Ает 


تاريخ )$ = %( 
في التمارین من (۱) إلى )0( أوجد معادلة المماس والعمودي لكل من المنحنيات التالية عند 
النقط العطاة موضحاً إجابتك بالرسم في التهارین (۰)۱ (۲)ء (о)‏ : 
١‏ 


۱ص = ۲س + ۱ р шт‏ 
۱ 
( 0 = ا 
۵ص - ۱ - (س + ۱/۱ عند مین 2 ў=‏ 
٦‏ آوجد نقط ال я‏ ص = س" - ٦س"‏ + ه التي يكون ال ماس عندها موازیا للمحور 
السینی . 
є‏ ۱ 
) أوجد نقط ال" لمنحنى ص  <‏ + س التي یکون عندها ميل العمود على اماس тт‏ 
س И‏ 
ف مت 
عن 


۸ أوجد مشتقة الدالة د (س) - سپ وس # ۲ ثم آوجد النقط الواقعة على 
منحنيها والتي يكون اماس عندها موازيا للمستقيم س + ص + ۷ = صفراً. 
أوجد زاوية الماس مع المحور السيني الموجب . 


في التمارین من (۱۰) إلى (۱۵) آوجد السرعة والعجلة عند قيم ده العطاة مستخدماً السنتيمتر 
والثانية کوحدات للمسافة والزمن : 


١٠)ف‏ = ره۲- ۳ یه + ه »له = ۲ ث 

۱ ف = ٣ں"‏ - +٢ ў‏ وله اح ۰ث 

۲) ف = ۱۲۸ - "өт‏ )له = ۲ ث 
۲ نه + ۲ 

۳ ف = + )له < ۱ ث 


6 ف = (ںہ' + نہ - ۱)(نه؟ + + ؟) اله ۲ ث 


)٦‏ يتحرك جسیم في خط مستقیم فیقطع إزاحة ف قدما بعد له ثانیة 
بحيث ف = о‏ ۲ یه" + о‏ و 
آوجد ا) الزمن الذي تنعدم عنده سرعة ا جسیم 
ب) عجلة حركة ا جسیم حين تنعدم سرعته . 
(ЛУ‏ يتحرك جسیم في اتجاه ثابت من نقطة ثابتة و فیقطع |زاحة ف متراً خلال زمن مقداره ىہ 
ثانية بحيث ف = о‏ إن" +7 به 
آوجد ‏ الزمن الذي يعود الجسيم بعده إلى نقطة و. 
ب) السرعة الابتدائية للجسيم . 
ج) عجلة الجسيم عندما يعود إلى نقطة و. 


۸) يتحرك جسیم ЫЛ,‏ لأعلى ولأسفل في خط مستقیم واحد بحیث یکون ارتفاعه عن سطح 
الأرض بعد زمن ن ثانية هو ف = ۱۲۸« - ۱۱" قدم 
أوجد 
أ) سرعة الجسيم عند أي لحظة . 
ب) مجموعة القیم ده > صفراً والتي تكون عندها السرعة موجبة . 
ج) أقصى ارتفاع يصل إليه ا جسیم عن سطح الأرض . 
د) سرعة الجسيم الابتدائية . 
СА‏ ارسم منحنی كل من دالتي المسافة والسرعة . 

۹) يتحرك جسیم في خط مستقيم وس بحيث يكون بعده بالأمتار بعد ده ثانية من نقطة و 
هو: ف = ۲ں" - ۷۲۱" +50 له - ۲ أوجد أقصى بعد يصل إليه ا جسیم من نقطة وه 
وعجلة الجسيم عندئذ واتجاهه . 

١‏ قذف جسيم رأسيا لأعلى من نقطة على سطح الارض بحيث يكون ارتفاعه عن سطح 
الأرض بعد ن ثانية هوف = 15 نه (5 - (о‏ «قدم» 

أوجد 
أ) سرعة الجسيم بعد ىہ ثانية وكذلك تسارعه . 

ب) سرعة قذف الجسيم . 
ج) أقصى ارتفاع يصل إليه الجسيم . 


(э‏ الزمن الذي بعده تکون سرعة ا جسیم مساوية ۳۲ قدم/ ث وهو صاعد وکذلك وهو 
„йк‏ 
)١‏ جسيم یتحرك في خط مستقیم فإذا كانت سرعته بعد О‏ ثانية من بدء حرکته هي 
ع (د) د" ۲+۰۳ جاث فأوجد 
أ) سرعة ا حسیم الابتدائية . 
ب) متى يسكن ا جسیم لحظيا وما قيمة عجلته حینئذ ؟ 


(ҮҮ‏ قذف جسیم رأسيا لأعلی من نقطة على سطح الارض بحیث کان بعده عن سطح الارض 


بعد ىہ ثانية هو 
ف -19,3ن-4, 4ن" مر 
أوجد 
أ) أقصى ارتفاع يصل إليه الجسيم . 
ب) عجلته . 


ج) سرعته الابتدائية . 


и 
قاعدة التسلسل‎ 1 - ٤ 


لنفرض أن ص دالة في التغیر س حسب العلاقة 
من 


رس .)ا ( - ۱۲) 


وأن المطلوب هو إيجاد الشتقة گت حك . لكي نتمکن من تطبيق قواعد الاشتقاق الواردة في 


البند ( - ع) УЗ‏ ان نجري القدار سر" - ١‏ للحصول على 


ص = (س" - ۱) (س* - ۲ س" + ۱) 


ھا بجری م | ىو 


و 


ولکن لو اعترنا القدار ай‏ متغیراً جدیدآ ولیکن م6 عونت او لأصبحت المعادلة 
٤(‏ - ۱۲) بدلالة هذا ДАЙ!‏ على الصورة ص =" 
و 
عندئذ نلاحظ أن کک = "٣‏ 
= ۳ (س' - ۱)" 


عبد .© - ۲ (س'- ۱ (اس) 


۳ о 
د ص‎ 
وس‎ 


ОЭ Ө Є эу 
ОЇ بصفة عامة لنفرض أن سد » .ع » صح فترات حقيقية مفتوحة‎ 
بحیث ع = د (س)‎ Са 

م وبع سه صہ بحیث ص = (Ё) и‏ 
نقد رجات فا سيق آن بإمكانها ترف الدالة: 

مس ۵ و :س س4 صہ 
بحیث ‏ ه د (س) = م (د (س)) لكل س 3 ہہ 
تسمی الدالة  ٥‏ د محصّلة الدالتين د» م . 


والمطلوب هو إيجاد مشتقة ص = م ٥‏ د (س) = م (د (س)) بالنسبة للمتغير س» أي 
دص 

دس 

نظرية (؛ - )٩‏ 
إذا كانت الدالة د قابلة للاشتقاق عند س» والدالة ‏ قابلة للاشتقاق عند 


= (م ه دا (س) 


ع = د(س)» فان الدالة الحصلة  ٥‏ د قابلة للاشتقاق عند س» ویکون 


(ہ ه د)(س) - )6( . د (س) )# - ۱۳) 


وإذا اعتبرنا ص دالة في التغیر س بحيث 


فان العادلة ٤(‏ - ۱۳) والتي تعرف بقاعدة التسلسل تأخذ الشکل : 


تعن اض ےط تہ 
دس Сай‏ دس 

الرهان : 

غير مطلوب 


إذا كانت ص - (س'- ۰)۱ فاد + 
س 
باعتبار ص = )0( « 56( 1-\ 


یتضح لنا أن ص = ممه د (س) فنطبق الصيغة (4 - )١5‏ لقاعدة التسلسل : 


и كرصن‎ ач 
دس ومع ”' كس‎ 


= (۱ئ") (۲س) 
= ۱۲س (س" - )* 
اوجد مشتقة الدالّة د (س) = (س" + ۲س" - (к‏ باللسية للمتخیر س 


إذا افترضنا آن ع = س' + ۲س" - ؛ 


وأن ص - مع ۲ 
إن يتح لنا أنَّ ص = د (س) هي تحصيل دالتين» وبتطبيق القاعدة (4 - )٠١‏ نحصل 
على : 
۲ ص كص ئس 
از ی کے یس 


(елт) =‏ (۲س" + ۶س) 


оТ) ат‏ ۶ )> ۶ س) 
نتیحة ( ۶ - ۷) : 
إذا كانت الدالة د قابلة للاشتقاق فإن الدالة 

ص => (س) = [د (س)]" 
حيث نه عدد صحیحء د (س) #6 صفراً عندما تکون ىہ < ۰۱ أيضاً قابلة للاشتقاق» 

ویکون : 
#7 = [ د (س)] "7 5(س) 
الرهان : 
باعتبار د (س) = б‏ يصبح لدینا: 
ا 

وبتطبيق قاعدة التسلسل نحصل على : 


ص ۶ ص б‏ 
وس " ما ۰ ئس 


= رہ ).د (س) 


= به [ د (س)] "۲ 3 (س) 


آوجد مشتقة الدالة ص - 


غل اتزاض أن =„ + بقن 
١‏ 
ШАШ ш‏ 


۱ 
سس عندس =-\ 
اش ٩)‏ 3 


= برع و 


р )۷ - ٤( وبتطبيق النتیجة‎ 
б 
کمن‎ + 


من النتيجة (؟ - 


نظرية (4 - ۱۰) 


إذا كانت الدالة د موجبة وقابلة للاشتقاق ОР‏ جذرها التربیعی -(س) = ۷د (س) دالة 


د س) 


تقبل الاشتقاق ویکون ‏ (س) = TT‏ 


الرهان : 
لنفرض أن ص = م (س) = ۷ء حیث ع = د (س). 


من الثال (؟ – 4( 


آثبت النظرية (5 - ۱۰) بتربیع طرفي العادلة ‏ (س) = ۷د(س) ثم استخدام قواعد 
الاشتقاق العروفة لديك . 
ملحوظة ( )٩-‏ 
(۱) نلاحظ أن النظرية ٤(‏ - ۱۰) تنص على أن مشتقة الدالة 


م (س) = [د(س)]' هي الدالة 


م (س) = حل [د (س)] 7 5 (س) ( -۱۵) 


(س РЕЗ‏ > س # صفراً )11-0( 

وقاعدة التسلسل ٤(‏ -#\( 

والقاعدة )# امم ( 

رن س )2 - ۱۷) 


б 
\- س‎ 
о 


لأي عدد نسبي ‏ شريطة أن یکون س معرفا . وعلیه فان تطبیق قاعدة التسلسل عل 
الدالة 


> (س) = [د (س)]“ تؤدي إلى الصورة العامة للقاعدة (4 - (ло‏ : 


۴ 
— د 


س [د (س)]*' 5(س) 04-8 


(۲) لاحظ أن المعادلة )# ۱۷) هي حالة خاصة من (А - ٤(‏ عندما تكون د (س) = س 


أوجد مشتقه كل من : 
а)‏ ٭ س" 
БИ,‏ س ۱۲ 


(۱) باستخدام القاعدة )8 - ۱۷) فان : 


یٹ س # صفراً 
5 
)٢(‏ ص = (س؟ - س +۷6۰ 


о _.‏ هھ с‏ 
اس ۰ (س - س +۲0۱ »اح (س" - س+1) من( -۱۸) 
.۲ ' 


رک 
دس *7-(س" - س +1) ۲ (۷س - ۱) 


تمارين(5 - ۵) 
في التمارین من (۱) إلى )٥(‏ أوجد - سس پاستخدام 


ب) قاعدة التسلسل . 

[۹) ص عم يق + ١‏ اج ИЫ‏ 

)1( ص = Се‏ س'+س ١‏ 
(۲) ص = С.‏ ا - ۷س + ١‏ 

е (4)‏ += کی د اس ۳ 
)0( ص = + ۲,ع۲ + ۱ امس + 


آوجد مشتقة کل من الدوال التالية في التمارین من (5) إلى (۱۳) 


س 
(۱۰)ص = ۷ سے حیث س [۰۱ )٤‏ 
¢1 ۔ 
(۱۱) ص =( )۲ 
У‏ ا 


(۱۲) ص = (س + ۲)* اس' + ۱ 
(۱۳) صن = (س" + لاس" + ۱س)" 
)04( إذا كانت د(س) = ۱-۲۷ فبين أن جال الدالة 


هو (- (ЈО ]۱- соо‏ آوجدد (س) وعین مجالها . 


لعلّك تذکر تفسیرنا للمشتقة بآنها معدل تغير «حظي» لكمية ص بالنسبة لأخرى س . في 
الأمثلة القادمة سنتعرض لعدة متغیرات س» ص ۰ ع۰ . . . ترتبط ببعضها البعض بواسطة قوانین 
تحدّدها طبيعة الأمثلة» ويتغيّر کل منها مع الزمن ىہ وسنری كيف يمكن حساب معدلات تغیر بعض 


هذه التغیرات من معرفة معدلات تغیر الأخريات . 


يرتكز سُلَّم طوله ٠١‏ أمتار على حائط رأسي عال . إذا کان طرف السلم الأسفل ینزلق على 
الأرض أفقيًا بعيدًا عن الحائط بمعدّل + متر/ ثانية فاحسب معدّل انزلاق طرفه الأعلى على 
ШШ!‏ حینما یکون الطرف الأعلى على بعد ٦‏ آمتار من الأرض . 

افرض أن س هو بعد الطرف الأسفل عن الحائط | 
3 ص هو بعد الطرف الأعلى عن الارض . دعنا 


ص 
۱ 
у‏ = س адде‏ الل الطلوب هو يس пча‏ 
نبحث الان عن قانون یربط بين ص و س؛ یا أن الانزلاق لا يغتر طول ШШ‏ فاننا نستتتج 
أنَّ : 
,0 س" + ص" 5 | 


لنشتق ОЗІ‏ بالنسية للزمن بد 
من قانون التسلسل نجد أن ۲س تسد + ومن د = صفراً. 
ى اللحظة الطلوب تھا حساب العڈل د تکون ص ٦‏ ۲وعلیه س 2 ۸ ۶. 


فنستخلص من العادلة أعلاه أن : 
xX + XAXY‏ لحن = صفراً 


أي آن : 
Ш‏ ہے 
كله ۳ 


وهذايعني آن معدل الانزلاق لاسفل هو > /ثانية 
ينسكب الاء بمعدّل ۲٢‏ سم'/ ثانية في إناء خروطي الشکل رأسه لأسفل وطول قطر فتحته 
۲ سم وارتفاعه ۱۸سم . احسب معدل ارتفاع ا ماء في الاناء عندما یکون ارتفاعه ٦۲‏ سم. 


٠‏ لمحل 
افرض أن س هو نصف قطر سطح الاء» “ы‏ 
ران ص ارتفاعه عندما یکون الزمن о‏ إذا Ми‏ 
کان ع هو حجم ا اء في هذا الوقت» فان 
العدّل لالط هو ТТ‏ ۲۰۳ سم تاي 
العدل الطلوب هو كه عندما تکون | | 


۱ 
ص = ۱۲سم. للع = ج ط س۲ ص 


يقة لحساب گے إذا آردنا حساب © كن 


5 له 


بدراسة الشکل في ضوء تشابه المثلثات نجد أن : 


عند تسخين قضيب معدني على شكل اسطوانة دائرية قائمة يزيد الطول بمعدّل 
٠ ٠6‏ سم/ ثانية ونصف القطر بمعدّل ۰۰۲ ,۰سم/ ثانية 
ما معدّل زيادة حجم القضیب عندما یکون الطول ۰ سم ونصف القطر ۲سم؟ 


о? 


هو طوله عندما يكون الزمن نه . == 
العذلات العطاة هي : 


والمعدّل الطلوب هو Шү‏ حيث ع هو ا حجم 
الآن : = نے ط س" ص 


ویکون لدينا ۳ متغرات نعلم معدل تغير اثنين منها . لذا نشتق مباشرة بالنسبة للزمن ده 
آخذین في الاعتبار أن كلا من س 5 ص يعتمد على ده ؛ باستخدام قانوني التسلسل ومشتقة 
حاصل الضرب نحصل على : 
کک = ط [س'× گت + س × كد اص] 
وبالتعويض باس = ۳ و ص = 4۰ - 2 = ۰۰۲ ر = ۰۵ ۰ ره نجد آن: 
= = ط ٩[‏ ۰,۰۰۵ + ۰۰۲۲۵۰ و۰ ] 


و له 


]", ۸+ ۰,۰6 [ = 

= ۰۵ ط سم "/ انية 

نستشف من الامثلة السابقة ال خطوات التالية لتناول مثل هذه السائل : 

(۱) حدّد الکمیات المتغيّرة مع تبیانها على رسم إن آمکن ذلك . 

(۲) آوجد» من واقع السژال معادلة تربط القدار صاحب العتّل الجهول مع القادیر ذات 
العذلات المعطاة . 

. الجهول‎ ОЗАН, اشتق طرفي هذه العادلة بالنسبة للزمن ثم حد لایجاد الشتقة التي‎ (Т) 

(4) احسب هذه الشتقة في الوقف العطي في السوال بالتعویض . 

ومن الهم أن تلاحظ ЫЙ‏ لا نعوّض بقیم معيّنة للمقادیر الواردة الا فی آخر مرحلة . 


Се £( اریخ‎ 


(۱) یمشی رجل طوله ۱۷۰ سم بسرعة ۵ وام ثانية في شارع أفقي به مصباح معلّق على 
عمود ارتفاعه ٥۱٥م‏ من سطح الارض . احسب معدّل ДӘ‏ طول ظل الرجل على 
آرض الشارع إذا كان الرجل یسیر على خط مستقیم مبتعدًا عن الصباح . 

(۲) تتمدد كرة من العدن بفعل الحرارة . إذا كان معدّل تزاید نصف قطرها هو ۲ ملم/ انیت 
فاحسب معدّل تزاید مساحة سطحها ومعدّل تزاید حجمها عندما یکون نصف القطر 
۷. 

(۳) يجري ولد بسرعة ۲ م/ ثانیة على مستقيم أفقي متجها نحو عمود ارتفاعه ٦م.‏ احسب 
معدّل تغتر السافة بين قدمي الولد وقمّة العمود عندما یکون الولد على بعد ۸م من قاعدة 
العمود . 

(4) تحرّك رجل من نقطة بسرعة 4 کلم/ ساعة في اتجاه الشرق وبعد ساعة تحرك رجل آخر من 
النقطة نفسها л»‏ نحو الشمال بسرعة ٦کلم/‏ ساعة . آوجد سرعة التباعد بين الرجلین 
(أي معدل تغيّر السافة بینهیا) بعد ساعة أخرى . 

(о)‏ یتساقط الرمل مکوتّا كومة على شکل روط دائري قائم بمعڈل ۲۶ / ثانية . إذا كان 
نصف قطر قاعدة الخروط يساوي ارتفاعه دائما فاحسب معدّل تغیر ارتفاع الرمل في 
اللحظة التي یکون فیها هذا الارتفاع ۷ ”. 

С\)‏ ترتفع بالونة في ال هواء بسرعة ۱م/ ثانية . إذا كان هنالك مراقب على بعد ۳۰۰ متر من 
مسقط البالونة العمودي على الارض فاحسب معدل تغيّر السافة بين الراقب والبالونة 
حين یکون ارتفاعها ٥٤٤‏ متر. 


С = يقرّر قانون بویل للغازات أنه إذا کان الحجم هو ٤ء والضغط هو ع فان ع ح‎ (У) 
إذا کان في لحظة ما احجم ۷۵ ”” والضغط ۲ نیوتن/ ۴" ومعدل تناقص الضغط هو‎ 
. نیوتن/ ۶/ ثانیةء فاحسب معدّل تخیر ا حجم في هذه اللحظة‎ ۲ 

(А)‏ تذوب كرة ثلجية بحیث یتناقص قطرها بمعدّل ثابت . إذا نقص القطر في مذة 40 دقيقة 
من ۴۱۲ إ А‏ احسب معدل تغیر حجم الكرة عندما یکون نصف القطر ٥‏ . 
(۹) تزید مساحة مثلث متطابق الأضلاع بمعدّل ٤‏ / ثانیةء ما معدّل زيادة طول الضلع 

حين) تکون الساحة ۳۷۱۰۰ ۲. 
(۱۰) الشکل )6 ۲۲) لداثرة کهربائية فیها < 
مقاومتان م, . ع, موصلتان على التوازي» 
إذا كانت م تزید بمعدّل ۱ ,۰ آوم/ ثانية بين 
تنقص ع, بمعدّل ۰,۰۵ آوم/ ثانية» فاحسب 
معدل تغتر ا مقاومة الكلية م عندما تکون 
م = ۳۰ أوم үс‏ = ۲۰ آوم. 
(Сеа‏ شکل ٤(‏ - ۲۲) 
(۱۱) تتحرك نقطة على القطع الاقم ا ©‚ ص = ۱ في اتجاه عقارب الساعة 


إذا كانت سرعتها الرأسية عند (۲ »ا ) هي #اسم/ ثانية» فاحسب سرعتها عندئذ. 


(۱۲) ب ج مثلث قائم الزاوية في ب | أت | = صن | ساعد | دس 


و ںہ (آج ب) = ه (رادیان) . إذا کان س» ص یتغیران مع الزمن 


ү,‏ هن جتاآھ و صہ ند 
کک و ا „ара‏ .۔ EES E‏ 


إذا علمت أنه في حظة ما كانت سہ = ۲سم. صہ = 4 سم سہ تتزايد بمعدل ١‏ سم/ ثانية» وص 


٤‏ - ۸ مشتقات الدوال الدائرية 


О ٤( نظریة‎ 


5 


البرهان : 

من ا متطابقة العروفة 

(сә =!) кы ТИЕ ТТГ 
١ ۲ 

نستنتج أن 


р‏ جا(س+ه) - جا 
٠ = —‏ سن ы”‏ 
ае"‏ 5 ھ 
جتا ( + خ) جا = -< 
у о е‏ 091 اح ۲ 
وی ۳ نها (جتا (س С × )٣+‏ 

А 

7 جات 

= نہا جتا (س + )× ہا ا 

۳3 ج‎ . < А 


۲ 


ها جتا (س + ) = جتاس لاد (جتا) دالة متصلة لکل س 23 ؛ 


(у-у Б سب‎ (= 


ملحوظة -٤(‏ 0( 
تعتبر النظرية ٤(‏ - ۱۱) النظرية الاساسية في دراستنا لشتقات الدوال الداثرية» حيث إن 


مشتقات بقية الدوال الدائرية جمیعھا نتائج من هذه النظرية . 


نتیحة ( ۶ -8 ): 


کے (جتاس) = - جاس эы‏ 
س 
الرهان : 
57 
جتاس = т)‏ - س) 
Ъ ь‏ 
= جا ص حيث ص = 7 - س 
وباستخدام قاعدة التسلسل نحصل على А‏ 
0 9ھ دص 
س) یں جا ہے 
= جتا ص )١-( х‏ 
55 
= جتا( - س) 
= جا س 
نسحة ) ٩ - ٤‏ ) 
— (ظاس) = (قا س) 
لكل س © > ط + را ط حيث نہ عدد صحیح 


چامن А‏ | 
ظاس = 2 وباستخدام النظرية (4 - ۸) فان 


5 جتاس (جتاس) - جاس (-جاس) 
— 7 ان سل سا 
„ж‏ س) (جتاس)" 


حيث استفدنا من النظرية ٤(‏ - ۱۱) والنتيجة (4 - ۸) 

نتيحة ( € - ۱۰ ): 

ب (ظتا س) = - (قتاس)' ИСИГИ‏ 
; 


عه )065( < - (قتا س) (ظتا س) ож‏ حيث له 3 صہ 


برهن صحة الفقرات الواردة في النتيجة (4 - ۱۰) 


آوجد مشتقة كل من الدوال التالية» ثم احسب کل مشتقة عند النقطة العطاة : 


أ) د (س) = س جتا' س ؛ س - = 

ب) د (س) = ظا (ب(س ۲17 ۰ س = صفرآء коя и‏ 
لمحل 

)5 (س) = ج[ س. (جتاس) ] 


= (۱) (جتاس)" + س [ ۲ جتاس س (جتا س)] 
= (جتاس)' + س [۲ جتا س (- جا س)] 


= (جتاس)" - اس جتاس جا س 


ولکن (@юә=‏ من النتيجة (4 - )٩‏ 
08 ۔ لپ من النظرية (4 - 1) 
فتكون مک (е‏ ہے 

294 ут 


۳ )۰,۹۹۹۸(۲ )١اتج(۲‎ 


آوجد مشتقات الدوال الآنية : 
93 = یج о‏ 


0 کا 59 
(۳) ص = جتا (--۲س) )٤(‏ ص ظا" (ه س-۳) 


٤‏ - ۹ الشتقات العلیا 


2 ‚ 0 
ما سبق نلاحظ أنَّ مشتقة الدالة ص = د (س) هي دالة أخرى دك اه وا 
كانت د (س) قابلة للاشتقاق فإن مشتقتها تسمى المشتقة الثانية (أو مشتقة المشتقة) للدالة 

ص= د(س) وتكتب على الصورة 
اص _ ئ افص 
Де”‏ وس е,‏ د (س) 
والمشتقة الثالثة هي : 


;" ی ۶ص 
وی 


т‏ وس سو - د (س) 
کی نرمز للمشتقة التونیة بالشكل : 
о2 `5‏ 


(У) =‏ غ2 ںہ 
Дет‏ دا“ (س) حیث به عدد طبيعي 
ملحوظة -٤(‏ ۱۰) 
لاحظ أنَّ د" تدل على المشتقة النونية للدالة د بينم د" هي القوة النونية لهذه الدالة . 
أوجد المشتقة الثانية للدالة ص = جا س 


ہن 


5 
(جاس)‎ т 


= جتا س 


= > جا س 


احسب قيمة المشتقة ЖШ‏ للدالة ص = س' + س" - س عند النقطة س = ۲ 


02 (س؛ + س" - س) 
рне,‏ ۳ 
= ۶ س + ۳س = 
و" 5 
НЕСЕ ш‏ ۳ کے 
ЖЕР‏ دصحت ان ۴٢س‏ د 
۲ 
5 2 ۳ و 


آوجد الشتقة الثالثة للدالة ص = جتا ٢س‏ عند س = 


_>_ 
4 


ہے 5ھ 
тш.‏ سا 
رف قن . .0 
жы‏ رت جس б>‏ = ۲٢س‏ 
= - جایغ. (۲) 
ناو ےر 
ئس" و ) ۲ جا( 
د دن گے 23 
ا و لا 
= -۲ جتا.اً. (۲) 
مھت ۔ حك (-؛ جتاع) 
А 5‏ 
نه دكي الوه 7 
4 سم (جتا م) خط 
دهع (> چا:5): (т)‏ 
= ۸ جا ١س‏ 
ү‏ 
وعندما س = فان 
225 = ۸ جا(ج) 
س 
А =‏ 


إذا كانت ص - س جا س فأثبت أن 


5 


و" ص 7 
е =‏ + ۲ص -صفرا 
+„ 


л ы وی جس‎ 


و 


كس 


؟ > جتاس - س جا س + جتا س 


= چتامن - س حا من 


۳ ۲ جتاس - من 
+`„ ص 
Ын‏ 
سن 3-6 
ای 5 
من : 
=< ی ۹ + ۲ جاس = صفرا 
ЧЕ;‏ 5 
т‏ و е‏ من اضرا بالضرب في س 


الدالة الشتق 


جاد (س) 
جتا د (س) 
ظاد(س) 
ظتا د(س) 
قا د(س) 


قتا د (س) 


س ( + +ں)ط 3 ص 


Ж 
Ж س‎ 


س ۶ 


تمارين(5 - ۷) 
آوجد مشتقة کل من الدوال الاتية : 
() د (س) = جا ٣س‏ 
(۲) د (س) = جتا هس 
(۳) د (س) = جا اس۱۳ 
(:) د (س) = جتا باس "+1 
(0) د (س) = قا (س۲ + ه) 
() د (س) < قا (۲س - (о‏ + 
(۷) د (س) = ظتا (س + ۲) 
(۸) د و TF‏ 


آوجد قيمة مشتقة كل من الدوال التالية في التمارین من (۹) إلى (۱۵) عند القيمة العطاة 


للمتغیر س . 
(А)‏ د (س) = س جتا۲س عند س = .= 
(۱۰) د (س) = س' قا ٣س‏ عندس = چ 
(۱۱)د (س) = ه س ظاس د 
(۱۲)د (س) - ۲ س قاس و 


پا عند س = фо‏ 

۲ 
(۳٢)ذ‏ (س) اسن جا سس | 5 
۲ عتدس 10 
(۱6) د (س) = جا س ۳۹ 
عند ہیا کے 

+ جتا 
(16) د (س) = س جا اس + جتا س 


دك н‏ ادان 
)۱١(‏ إذاکانت ص = حاس س س 


و 
= ۳ + س ۲ ) قتا فأوجد 
(۱۷) إذا كانت ص = (س" + س") قتا س ; 


اس" +۲ فا نف 
نت ۲ فاوحد - 
(۸) إذا کانت ص = ظتا ,2 و 


ые ште. 
جتاس‎ - Е كانت ص‎ 15] (14) 
х= И 
ол 3 دس‎ 
أثبت أن‎ 5 
٢اتج عص‎ к 
2 کس‎ рет 


: شتقة الثالثه للدالة د . 
= نات أن : 
(ҮҮ)‏ |ذا كانت د (س) = جا٣س йш‏ 


و (س) = ۸۱ د (س) 


دص 
= س ظا۷س؟ +۱ فأوجد == 
(ҮҮ)‏ كانت ص = س 


00093 


(У)‏ إذا كانت 
(о)‏ اذا كانت 
(ҮЗ)‏ كانت 


(ТУ)‏ إذا كانت 


ء - ۱۰ التفاضل 
نہدف في هذا البند إلى التعرّف على مفهوم جدید له صلة وثيقة بالمشتقة ویستفاد منه في نواح 


متعددة . 
فإذا كانت ص = د (س) دالة معرّفة على الفترة ف = (۱»د)» وکانت س 3 ف. فإننا ندعو 
الفرق د (س + ه) - د (س) تغتر الدالة د ونرمز له بالرمز А‏ ص » کما تعلم . 


ہت ےم 


ندعو حاصل الضرب 3 (س) * ه تفاضل الدالة د عند س ونرمز له بالرمز ء ص فیکون : 


فص = د (س) АХ‏ (6 -۱۹) 


سوف نبيّن فیا يأ АЙ‏ إذا كانت ه صغيرة فان تغير الدالة يساوي تقريبًا تفاضلها أي أن : 


۵ص دص 
4 د( +2( - د( ( 2 
77 سس 2 
۽ د(س+ه) - د (س) 
وهذا یعنی آن 2 ۳ - = د (س) +4 :له . عندماه س . 


= د(س + ه) - د (س) = د (س). ه 


لان ا لحد ك . ه ضغب مج [: 
ے А‏ ص - ص 


أي О]‏ تفاضل دالة یعتبر قيمة تقريبية جيدة لتغير تلك الدالة عند نقطة من е‏ 

وفیا يأتي نعطي تفسیاً هندسيا للتفاضل في الشکل ( ۲۳-۶ ) النحنی (ی) يمثّل الدالة 
ص-<د(س) خلال الفترة 

ف [ ۱ء ت]؛ س, 3 (۱؛ب) 

نه (س, » د (س,)) 

و (س, + هه د (س, + ه)) 


شکل (۲۳-۶) 


аё‏ = د (س, + ھ) - د (س) = А‏ ص 


و 0 ۲ ضح ضح 
ولعلك تلاحظ أن ميل ماس في له = УРУ‏ يلحك 


کا آن میل الاس نی = <دّ (س,) «لاذا ؟) 
Б т 8 <‏ 
== | مح |= د (س,) АХ‏ دص عند النقطة ә‏ 


=< اح|×؛ص 
والفرق بین А : озо А‏ ص - وص - مو دهج =حو 


وهو الجزء الذي ينتهي إلى الصفر عندما ه->. . وهو یمشل مقدار الخطأ المرتكب عندما 
نستبدل ب 4 ص التفاضل ؛ص . 


قيس طول ضلع مكعب من المعدن فوجد أنه ۲ سمء فاذا كان الخطأ في هذا القیاس لا 
يتجاوز ۰۲ , سم فاحسب القيمة التقريبية للخطأ في حجم المكعب . 


إل س= ۴۲۲ھ = ۴۰۰۲ 
حجم الکعب = ۶ (س) = س” 2 (س) = ۲س" 
الخطأ نی حجم الکعب = (۲۲.۰۲)"- ۲۹۰۰٦٦ = Чүү)‏ ۴" 


)۰.۰۲( (ҮҮ) 2 = Ш. القيمة التقريبية‎ 
у, = )۰.۰۲( (ут) т = 


О‏ عندما تزداد من ۳۲ إلى ۳٣‏ واستنتج قيمة 


آوجد قيمة تقریبیةلتغر الدالة د (س) = س 


تقريبية للعدد (۳)* 
ЛА н‏ جب РУ‏ ہے مش кше‏ ہت : 
ذ(س] کک 0 چت карен‏ » فتکون القيمة التقريبية لتغتر د هو دص = د (۳۲) × ۲ 
ЖИ. ИЕ \ ү _‏ 
Б-Ы‏ ا یہ و وی 


) «= 


(۱) احسب قيمة تقريبية للعدد ۲۶۷ 


(۲) احسب قيمة تقريبية لجيب الزاوية التي قیاسها 4١‏ . 


تمارين عامة 
استخدم تعريف المشتقة لإيجاد د (س) عند النقطة العطاة في كل من التمرينين (١)ء‏ (۲). 
س+١‏ 
(۱)د ”سے عند س = ١‏ 
(۲)د(س) = ای“ عند س ү‏ 


ف الارن من (۳) إل С)‏ أوجدة (س) 
50 (س) سی =„ + ۱۲ 


(6) د (س) = ۲ س" نا ۴س ۵ س٠‏ 


+ ۲ + ۶ 
(۷)إذا كانت ع - گے ай‏ گا 


= عبر عن ع بدلالة س ثم أوجد‎ б) 
. باستخدام قاعدة التسلسل‎ ру (ب)‎ 
آوجد الزاوية التي یصنعها ال ماس لمنحنى الدالة‎ (А) 
. س ) مع الاتجاه الموجب للمحور السيني‎ т) د (س) = سس" - ۲ عند النقطة‎ 


ص = ۱۳س - ۷ عند النقطة (۰۱ СЗ‏ فأوجد قیمتی أ ب . 


(۱۰) إذا کان قياس الزاوية بین اماس للمنحنی ص = اس" + ب س" - اس + ۱ 
والاتجاه الوجب لمحور السينات عند النقطة (۰۱ - ۳) الواقعة على المنحنى هو ط فأوجد 
قیمتی чә,‏ 

(۱۱) أوجد مساحة المثلث الکون من حور السینات وا ماس والعمودي عند النقطة(-۰۱ ۲) 
+٤‏ ال 
(А+)‏ 1 
۳ آوجد النقط على النحنی التي عندها ا ماس للمنحنی 
یکون عمودیا على الستقیم ص = سل (۱ - 4 س). 


و" 0 
(۱۳) إذا كانت س ص = ١‏ فأثبت أن س' کے +۳ س حكن 00 
س سن 


= إذا کانت ص‎ (АҮ) 


(۱6) احسب القيمة التقريبية للعدد : 
(А, А)‏ +( 

)205 : افرض ОЇ‏ ص > س س 

(۱۵) إذا كانت ص = برخ یی ۴اس 

فأوجد ءص» ثم أوجد قيمة ؛ص من أجل س = 4) دس - ٠ , ١‏ 

)١13(‏ احسب القيمة التقريبية لمساحة حلقة دائرية نصف قطرها الداخلي ۸ و9 اسم 


(У, ٩۲( : ۶ 


إجابات بعض تمارين الکتاب 
الباب الأول : 
التمارین (۱-۱) 
(۱) (ص т‏ - ۸ (س + ۲) 
(۹) (س + ۲۳ = (ص - ۲) 
(۱۳) (ص - 4) - ٩‏ (س - ل) 
(13) (س - 6۱" - - (ص - ۲) 
التمارین (۲۰-۱) 
رن چ = 
(А)‏ سا баа‏ = \ 


(А)‏ (س۔٢)'‏ _ (ص+4)" 


= 
Ш‏ 
- 
بح Ж‏ 
هر 1 چا 
ә‏ 
۱ 
ی 
گے 
3 
ہم 
= 
۾ 
— 


© اسلا نے 


(سن + ۲۲ (ص + ۲۱ 
Ыы‏ 3 

(۱۰) 3 سی 
الباب الثاني : 
التمارین ( ۲ - ۲ ): 
٩۰ - )4( ۱ (1)‏ 
(Юу) ۱۵۰۸ )7(‏ 
)٩(‏ الساعة \ ۰/۱۰ 
التمارین ( ۲ -۳): 
о (ү) ۲4 )۱(‏ 
(о) -— (1)‏ ۱۰۲۳ 
т (0) ۲۵۱ (У)‏ 
(۱۰) ۶ (۱۱) ۹۳ 


۱۰ )( 


٩۵۵۰۰۰۰۰ (\Ү) ۱۲ )( 


)٥(‏ صفر 
(А)‏ = 


(۱۱) صفر 


)۱ - ۰ ۲( ۲ )۲( 
۳ )٩( 


٦۸۷٦١ (У) 


۹)۹) 


)0( ج )°(-—- )٦(‏ صفر 

ә )۹( 2 0‏ (۱۱) صفر (۱۲) صفر 
اناري (۵-۳) 

)۱( ۸ )1( \ 0 ل 

®( ج (ه) - سے م “¬ 

г 0) 7‏ (۹) ؛ 

(м)‏ (۲)٥-ہ‏ (۱۳) ليس للدالة نهاية 

)9( ج ۱-0 رمم ۱۰ 
Е:‏ 

(۱) صفر (۲) صفر (۳) صفر 

۱0۱۱ б ۳۸ 

„бө ۲۱۳ 19 

۲-)۱۷( كك‎ 0 1 (\о) 


\(\з) ٦ )۱۸(‏ (۲۰) ۳ 
()- 7 (۲۲) صفر (۲۳) صفر 
التمارين العامة 

т (е) ۱  )( 
 )«( صفر‎ (№) ۱) 
صفر‎ )۱۱( ۸)۱۰) 

اباب الرابع 

قارین &-\( 

۸,۲ )۳( ۰ - )۱( б) 
0 6 ٦,٦ )٤( 

۰ (5) ۳ )۸( کک‎ 
۰,۲۹ (м) ЖЫ) ۹ )۱۰( 
۲۲,۱ دب۸‎ (18) гата (л) 


(18)ه (۱۲) ۸,۸عط (۱۷) 4٩‏ ط 

۲ (т) ۱۲ )۲( ۲ )۱( 

лач )۱۰( ۳۷۳ )٩( ۱ (%) 

Се ЕЛА 

٦ + س"‎ ۳ )٦( ' س"‎ зҮ )4( ТЕ (0) 
) ۹ ۱ ў 

(с‏ رج ٹک وج رت 

٩ + س٤‎ + ۹س"‎ - "س٤‎ (ал) — (1%) 


(۱۸) ٤س‏ + اين" - ١١س‏ - ۸ 


Т‏ تس ور رربي ھا 


)٠٠٢-( (тч) те )۳۶( 


ماري ( ٤=‏ ) 
۱ ۹ 
)0( ص > - > س + - (؟) ص = س - ۲ 
)٥(‏ ص = ۱» س = -۱ )ل 2( 
٥ )۱۱( + )٩(‏ سد ۲ 
е )۲۱( ы + )۱۰(‏ ۱ 
تمارين(5 -ه) 
(۱) ۰ س" - ٤‏ س (0) ل باس+ + +2 ۷س٣‏ 


؟)٤‎ ۲ ) یں‎ 
<> 5 + س"‎ 1١5 
( Е ) ез اول‎ 


)١(‏ ۰.۷۵ م/ث ۰ (۲) ۱۲۳۲۰۰ ملم ٦- )۳( т‏ ہے ,۰ کلم/ ساعة. 
б)‏ ع/ث а .۸ ۷ ١‏ ۵ عارك (ду,‏ نقط ол‏ 


„жы аб {үлү уе لكل‎ (А) 
۲ را۳‎ ۵ 


(۲) - ه جاه‌س (4) - جا ۷س۲ +5 
س 

[2 (о قا (۲ س - ه) ط] [ ظا (۲س-‎ [ (л) 

ہی قتا ۷س' ١+‏ ظتا باس" ١+‏ 

(۱۰) غير معرفة 

(۱۷)؛ + 2 ۴۷ 1 

)%\( ۱ (۱7) جتا س 

)لنب قا باس" +۲ 

۲ у (۱۸) 

٣ ۷س + اس + جس‎ )4( = (ү) 

ү- со ۱۰( ۰ (А) سے‎ (л) 

еду. »۰( )۱۲( 

۲,۳۷۰ – (\о) ۱۱,۰۲۱ )۱۶( 
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